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Losungsvorschliage zum 2. Ubungsblatt

Aufgabe 7: (Ubung)
2 2 4
SeiA=|-1 1 1 |. Berechnen Sie die Determinante von A, indem Sie
1 -1 -2
a) die Regel von Sarrus verwenden.

b) nach der ersten Zeile entwickeln.

¢) durch Spaltenumformungen einen Einheitsvektor erzeugen und nach diesem entwickeln.

Losungsvorschlag

a) Die Regel von Sarrus liefert

det (A)=2-1-(=2)+2-1-144-(=1)-(=1)=4-1-1=2-(=1)-(=2) = 2-1-(=1)
=—442+44-4-4+2=—4.

b) Entwickeln nach der ersten Zeile liefert

1+1 1 1 142 -1 143 1 1

det(A):(—1)+-2-_1 L +(—1)+.2-‘1 L + (=1)'* .4 L

=2.((=2) = (1) —=2-2-1)+4-(1-1)=-2-2=—4.
c) Es gilt
2 +
+
—" l
2 2 4 2 8
det(A)=|—-1 1 1| =|-1 0 -1 E“twi3'z'(—1)3+14 i

1 -1 -2 1 0 0 -1
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Aufgabe 8: (Ubung)
Fiir a € R sei das reelle lineare Gleichungssystem A,x = b, gegeben durch

(=224 (a=1)-y— (a=1)-2= 0
6—-3a)-z+ (a®2=1)-y+ (a—1)-z= 0
(@—a-2)-z+ala-1)y—ala—1)-z=a—1

a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A,.

b) Fiir welche a € R ist obiges Gleichungssystem eindeutig 16sbar? Finden Sie fiir diese «
die Losung = mittels der Cramerschen Regel.

Losungsvorschlag

a) Es gilt
a—2 a—1 —(a—1)
det(A,) = 3(2 —«) (a+1)(a=1) (a—1)
(a—2)(a+1) ala—1) —a(a—1)
+
+
1 1 -1
=(a—2)(a—12] =3 a+1 1
a+1 « -«
0 0 -1
=(a—2)(a—1)?%-2 a+2 1
1 0 -
Entw. 1. Z. -2 a+2
=T (=D (=) (a = 2)(a - 1)? Lo
= (a—2)(a—1)*(a+2).
Die Matrix A, ist also invertierbar fiir alle o € R\ {—2,1,2}.
b) Cramersche Regel: Ist A € K™*™ invertierbar, A = (ay, ..., a,), so sind die Komponenten

der Losung des linearen Gleichungssystems Az = b (mit b € K™) gegeben durch

det(ar,...,aj-1,b,aj41,...,an) ,
C— =1,... .
‘rj det( 4) (.] ) 777‘)

Um die Losung des gegebenen linearen Gleichungssystems zu berechnen, benttigen wir
also die folgenden Determinanten

: o D a—1 —(or—1)
Dy:=| 0 (a+1)(a—1) a—1 =(a—1) (-1 +2)
a—1 a(a_l) —a(a—l) (Oé+1)(04—1) a—1



a—2 0 —(a—1)
a—2
Dy:=| 32-a) 0 a—1 =—(a—1) 3o —2)
—3(a —
(a—2)(a+1) a—1 —ala—1)
oa—2 a—1 0
o—2
D3:=| -3a—-2) (a+1)(a—=1) 0 =(a—1) 30— 2)
—3(cr —
(a0 —2)(a+1) ala—1) a—1
= (a—1)*(a—2)(a+4).
Fiir die Komponenten des Lésungsvektors folgt also
oy Dy (a—1)3(a+2) a—1
"7 det(Ay)  (a—2)(a—12(a+2) a-2
o D2 2(a — 1)%(a — 2) 2
T det(Aa)  (@—2)(a—12(a+2) a+2
. Dy (a—1)*(a—2)(a+4) a+4
T det(Aa)  (@—2)(a—12(a+2) a+2
Aufgabe 9: (Ubung)
Seien a, b, ¢, d € R3. Zeigen Sie
a) die Graffmann-Identitdt
a x (bxc)="b(a|c) — c(alb),
b) die Jacobi-Identitdit
ax (bxec)+bx(ecxa)+ex(axb) =0,

c) die Lagrange-Identitdt

(@ xblex d) = (ale)(bld) — (ble)(ald)

)

_La__ll) — 2(a— 1)%(a - 2).
a—1
(a+1)(a—1)

d) sowie, dass die Linge ||a x b|| des Kreuzproduktes von a und b gleich dem Flécheninhalt

A(a,b) des von a und b aufgespannten Parallelogramms ist.

Losungsvorschlag

a) Seien



Wir rechnen ,,zu Fu3“ nach

ay by c1 ay bacz — bzco
a X (b X C) = | az X b2 X C9 = | a2 X b301 — blcg
as b3 c3 as bica — bacy
az(bicy — bacr) — as(bser — bics) bi(azca + azcs) — c1(agba + asbs)
= | az(bacs — b3ca) — ay(bica — bacy) | = | ba(arct + bzcz) — ca(arby + azbs)
ai(bsci — bics) — aa(bacsz — bsca) bs(aici + azca) — c3(arbr + azbs)
bi(azca + azes) — c1(agba + asbs) arbicy arbic
= [ ba(aic1 + bscz) — ca(arbr + asbs) | + | agbaca | — | azbaco
bs(aic1 + azea) — c3(arbr + azbz) asbscs asbszcs
by c1
= (a1c1 + ageg + ases) | ba | — (a1by + agby + agbs) | ca | = b(ale) — c(alb).
b3 3

b) Die Aussage folgt direkt aus a)

ax (bxec)+bx(cxa)+ex(axb) 2) b(alc) — c(alb) + c(bla) — a(b|c) + a(c|b) — b(c|la) = 0.

c) Es gilt nach Abschnitt 17.14 der Vorlesung
(a xbexd) =det(a,b,cx d) "= det(b,c x d,a) = (b x (c x d)|a).
Mit der Grafimann-Identitdt aus a) folgt

(@ xblexd) = (bx(cxd)a) = (c(bld) — d(blc)|a) = (a|c)(bld) — (ald)(blc).

d) Fiir a = ¢ und b = d erhalten wir als Spezialfall der Lagrange-Identitét
lla > b][* = (a x bla x b) = [|a* [[b]]* — (a]b)*.
Wegen
(alb) = [lal [[b]l cos(w) und  A(a,b) = [lal| [|b] sin(y),
wobei ¢ der Winkel zwischen a und b ist, erhalten wir

la x bl|* = [lal* Ib* (1 - cos(#)?)
= [lall* b1 sin(0)* = A(a, b)*.

Aufgabe 10: (Tutorium)

a) Satz von Jordan-von Neumann. Sei V' ein R-Vektorraum mit Norm ||-||. Zeigen Sie, dass
die Norm auf V' genau dann von einem Skalarprodukt induziert wird (d.h. es gibt ein
Skalarprodukt (-|-) auf V mit ||z| = /(x|z) fiir alle x € V'), wenn die Norm die Paralle-

logrammgleichung
2 2 2 2
2 +ylI” + llz —ylI” = 2([[«[]” + Iy [I")

fiir alle z,y € V erfiillt.



b) Sei V = C|0, 1] der R-Vektorraum der stetigen Funktionen auf [0, 1] mit der Supremums-
norm

[flloe = sup |f(2)|

z€[0,1]

fir f € V. Zeigen Sie mithilfe des Satzes von Jordan-von Neumann, dass |-||,, auf V
nicht von einem Skalarprodukt induziert wird.

Losungsvorschlag

a) =: Wir zeigen: Wird die Norm [|-|| von einem Skalaprprodukt (-|-) induziert, so gilt die
Parallelogrammgleichung. Durch Nachrechnen unter der Verwendung der Linearitét erhélt
man

lz +yl* + 2 = yI* = (@ +ylz +9) + (@ —ylz — y)
= (z[x) + (zly) + (ylo) + (yly) + (z[z) = (zly) = (ylz) + (Yly)
= 2(|l|* + [lyl*)-
<: Wir zeigen zunéchst: Gilt die Parallelogrammgleichung fiir ||-||, so ist fiir alle z,y, z € V
lz+y+ 217 = llz+y—21* = llz + 2l = e = 2> + lly + 2l = ly = 21*. (1)
Beweis. Unter der Verwendung der Parallelogrammgleichung gilt
lz+y+ 217 = llz+y — 21> = o+ 20" = lly + 21 + |z — 20* + |y — 2|1°
= lle+y+z* — llz +y - 2|
= (l + 207 + llyl* + ly + 21° + [|=]?)
+ (e = 217 + llyll® + lly = 21 + (1)
=llz+y+2° = llz +y - 2|

1
— ety + AP+t llr =y + 2P+l +y+ 2l + -z +y + =)
1 2 2 2 2
tollzty—z"+lle—y =2l +llz +y— 2" + |-z +y -2 =0.
O
Im néchsten Schritt zeigen wir: Gilt die Parallelogrammgleichung fiir ||-||, so ist fiir alle
z,z€V,qeQ
2 2 2 2
lgz + z[|" = llgz — 2[I" = q(lo + 2[|" — [lz — 2[]%). (2)

Beweis. Aus folgt die Giiltigkeit von fiir ¢ = 2, wenn man x = y wéhlt. Induktiv
folgt nun unter Verwendung von die Giiltigkeit von fiir alle ¢ € N. Wegen

g — 2|

o+ 212 = flz = 2% = ||n -0~ + 5> = [|n - 0™
= n(||n " e+ 2| = o e — 2|
fiir n € N, gilt die Gleichung fiir alle ¢ € Q4. Weiter ist mit fir g € Q4
0=l(¢—qz+2> - I(¢g—q)z - 2|
= llgz + 2)1> = llgz — 2||* + || —qz + 2||” — || —qz — 2||”
=q(lz+ 20> = llz = 2I1*) + (I—gz + 2I° = | —qz — 2I*),



woraus nun die Behauptung fiir ¢ € Q folgt. O
Nun sind wir so weit, dass wir zeigen kénnen, dass ||-|| von einem Skalarprodukt induziert
wird. Wir setzen

(z]y) := %(Ilw +yl* = e —yl*).

Dann ist (z|z) = % |22]|* = ||]|*. Wir miissen iiberpriifen, dass dies tatsichlich ein Ska-
larprodukt definiert. Symmetrie ist aus der Definition sofort ersichtlich. Die Positivitét
von (+|-) folgt aus der Positivitéit der Norm. Es bleibt die Linearitét in der ersten Kom-
ponente zu zeigen. Die Additivitét folgt aus , die Homogenitét folgt fiir A € Q aus .
Sei nun A € R beliebig. Dann existiert eine Folge (Ay)neny in Q mit A\, — A. Wegen der
Stetigkeit der Norm gilt

(Azly) = lim (Anzly) = lm Ay (2y) = A (2]y),
n—oo n—oo
und (-]-) ist das gesuchte Skalarprodukt.

b) Wir zeigen, dass |[-||,, die Parallelogrammgleichung nicht erfiillt. Daraus folgt durch
Negation der = Richtung des Satzes von Jordan-von Neumann direkt, dass |-||,, auf
(0, 1] nicht von einem Skalarprodukt induziert wird.

Es reicht zwei Funktionen f, g € C[0,1] zu finden, die die Parallelogrammgleichung nicht
erfiillen. Wéhle zum Beispiel f(x) =z und g(z) = 1 — z. Dann gilt

1F + gll2 + 11 = gllz = 1Ll + 1120 — 15, =1+ 1=2.
Aber

201115 + 1911%) = 2(llzl5 + 11 = 2ll2) =21 +1) = 4 # 2.

Aufgabe 11: (Tutorium)
Seien A, B € C™"*™. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie jeweils Thre
Antwort.

a) Die Determinante ist eine lineare Abbildung von C"*™ nach C.

b) Ist A regulir, so gilt det(A 1ATA2AT A~1) = det(A)2.

c) det(A + B) = det(A) + det(B).

d) det(det(A)B) = det(A)™ det(B).

Losungsvorschlag

a) Falsch, aufler fiir n = 1. Es gilt det(AA) = A" det(A) fiir jedes A € C. (Verwende n-mal
(D2).)



b) Wahr, denn fiir eine regulidre Matrix A gilt nach dem Determinantenmultiplikationssatz
17.9

det(ATATA?AT A7Y) = det(A71) det(AT) det(A?) det(AT) det(A™1)

1 1
= det(4) det(A) det(A)? det(A) det(4)
= det(A)?.

c) Falsch, aufler fiir n = 1 oder spezielle Matrizen A und B, wie etwa A = 0. Zum Beispiel
ist fiir die Identitédt I € K"*"

det(I + I) = det(2) = 2" det(I) = 2" # 2 = det(I) + det(1)
fiir n # 1.

d) Wahr, denn det(A) ist ja nur ein Skalar. Vergleiche Aufgabenteil a).

Aufgabe 12: (Tutorium)

a) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden reellen Matrizen

0

103 0 1 2 3 4 41 1 a+1
0 13 —11 -1 0 11 110 2
A=|1 00 1 1|, B= ., Oy =
3 -1 4 0 101 2
0200 2 4 3 21 31 1
103 1 1 @

Fiir welche a € R ist C,, regulér?
b) Sei b € R3\ {0} fest. Berechnen Sie fiir die lineare Abbildung
T:R* =R Ta=axb,
(i) die Adjungierte T,
(ii) Kern(T),
(iii) Bild(T).

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1 a).



Lésungsvorschlag

a) Mit den Rechenregeln fiir Determinanten folgt

103 0 O (=) —(=D) 10 3 0 O
013 —-11 1 (=2) 01 3 —-11
det(A)=1 0 0 1 1 + =00 -3 1 1 (~2)

020 0 2 + 00 -6 2 0 ]-&-
103 1 1] «——"7-—"7+ 0 0 O 1
10 3 0 O 10 0 O
01 3 -1 1 01 -1 1

=10 0 -3 1 1 =—10 0 =3 1 1
00 0 0 -2 00 O 1 1
00 O 1 3 00 0 0 -2

Laut Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix gleich dem
Produkt der Diagonalelemente. Also ist det(A) = —6. Weiter gilt

1 3 4 1 2 45
_ 1 1 -1 0 0 0
det(B) = =
1 4 0 3 -17 3
3 21 4 3 65
2 45 jJr 0 18 11
EntWiQ. Z. (_1)14-2‘( 1) -1 7 3 243 =|—-1 7 3
3 65 e—j+ 0 27 14
18 11 {(=1) 18 11
Entw. 18- qy1+2 (1) ] = =54 — 99 = —45.
27 14| I+ 9 3
Zuletzt gilt
41 1 atl] «+ 100 1
110 2 -1n 110 2
det(C) = | -
101 101 2
311 a (-1) I+ 201 a-2
(=1 +
1
1 0 1 10 0
EntwiQ. S. (_1)2+2 1 1 2 =11 1 1
2 1 a—2 2 1 a—14
1 1
Entw. 1. Z. (_1)1+1 . =(a—4)—-1=a-5,
1 a—4

womit C' genau dann regulér ist, wenn « # 5 gilt.



b) Seien a,c € R3,
(i) Es gilt
(Talc) = (a x blc) 1714 det(a, b, c) 17:2 —det(e, b, a) 1714 —(c x bla) (1) (a] = Tc) = (a|T*c).
Also ist T* = —T..

(ii) Nach 17.13 (4) gilt fiir alle a € R3

0=Ta=aXxb< a,b linear abhingig,
also ist Kern(T") = lin {b}.
(iii) Nach Aufgabe 1 a) gilt Bild(T) = Kern(T*)*. Mit (i) und (ii) folgt

Bild(T) = Kern(T)* =lin {b}" = {a € R*: (a|b) = 0} .
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