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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik

6. Ubungsblatt

Aufgabe 31 (Ubung)
a) Es sei die Funktion F : R? — R gegeben durch

F(z,y,2) = 2> +22" = 3ayz + 2® — y*, (2,y,2) € R

Zeigen Sie, dass es offene Umgebungen (0,0) € U € R? und —1 € V C R, so wie eine
stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — V gibt mit

pla,y) =2 < Fry,2)=1
fiir alle (z,y) € U und z € V. Berechnen Sie ferner die Ableitung ¢ auf U.

b) Betrachten Sie fiir (z,y,u,v) € R* die Gleichungen
$2+y2—u2+v2 =0 und x2+2y2—3u2+41)2 =1.

Zeigen Sie, dass durch diese Gleichungen auf einer offenen Menge (0,0) € U C R? implizit
zwel stetig differenzierbare Funktionen u,v : U — R mit «(0,0) = v(0,0) = 1 definiert
werden. Berechnen Sie «'(0,0) und v(0,0).

Aufgabe 32 (Ubung)
Es sei die Funktion g : R? — R? gegeben durch

cosh(z) cos(y)
sinh(z) sin(y)

g(:v’y)=< ) fir (x,y) € R?.

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (log(2), Z) und eine offene Menge V 3 (0, 3)

gibt, so dass U durch g bijektiv auf V' abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der
Umkehrfunktion in (0, 2).

b) Zeigen Sie, dass g in jedem Punkt (z,y) € R? mit = > 0 lokal invertierbar ist, aber dass
g nicht injektiv ist. Bestimmen Sie aulerdem das Bild ¢(G) fiir den Streifen

G::{(:n,y)e]R2|0<y<g}.

Aufgabe 33 (Ubung)
a) Es seien die Funktionen f : {(z,y) € R? | # > 0} — R und g : R? — R definiert durch

flz,y) =2 und  g(z,y) = cos(zy) sin’(y).

(i) Bestimmen Sie jeweils die Hessematrix Hy(z,y) fiir jeden Punkt (z,y) € R? mit
z > 0 und Hy(z,y) fiir jeden Punkt (z,y) € R?.
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ii) Berechnen Sie nun das zweite Taylorpolynom 15 (, von f im Punkt (zg,y0) =
,(z0,y0)
(1,3), sowie das dritte Taylorpolynom T (5 ) von g im Punkt (zo,y0) = (1, 5).

b) Gegeben sei die Funktion
h:R* =R, h(z,y) = (2* + y2)e—a:c2—ﬂy2
fir a, B > 0. Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von h, das heiBt alle (z,y) € R? fiir

die gilt
(Vh)(z,y) =0.

Bestimmen Sie nun die Menge der Maxima von h.

Aufgabe 34 (Tutorium)

a) Bestimmen Sie die Hessematrix H¢(z,y,z) der Funktion
f : R3 _>R7 f(m,y,z) = ze” _y2

in jedem Punkt (z,y,2) € R? und auBerdem das zweite Talorpolynom T 2, (wo.0,20) VOl f
im Punkt (xo,y0,20) = (1,—1,0).

b) Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen alle Extremstellen und entscheiden Sie jeweils
ob es sich um Maxima oder Minima handelt.

i) f:R? =R, flz,y)=ay+a—2y-2
(i) g: R? = R, g(z,y) = 223 — 3zy + 2> — 3.

Aufgabe 35 (Tutorium)
Sei W:={(z,y,2) eR} | (x +y+2>1)A(y+2>—1)} und F: W — R definiert durch

F(x,y,z) +log(x+y+2—1).

T ltyte

a) Zeigen Sie, dass es offene Umgebungen (ﬁ,@) €U CR?und 1 € V C R, sowie eine

stetig differenzierbare Funktion g : U — V' gibt mit
g(x,y) =z & Flz,y,2) =0
fiir alle (z,y) € U und z € V. Berechnen Sie die Ableitung g’(ﬁ, 0).

b) Zeigen Sie, dass eine offene Menge ﬁ € U1 C R und eine offene Menge 0 € Uy C R, sowie
eine streng monoton fallende, stetig differenzierbare Funktion g; : Uy — R existieren mit
g(x,y) = g1(x) — y fiir alle z € Uy und alle y € Us.

Aufgabe 36 (Tutorium)
Es sei die Funktion f : R? — R? gegeben durch

fla,y) = <(

2 + arctan(z)) sin(y)

.. 2
—e® cos(y) ) fir (z,y) € R°.

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (0, %) und eine offene Menge V' > (V2, —?)
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V' abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der
Umkehrfunktion in (v/2, —g)

b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (z,y) € R? lokal invertierbar ist. Ist f eine injektive
Abbildung ?
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