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Höhere Mathematik II für die Fachrichtung Physik

9. Übungsblatt

Aufgabe 49 (Übung)

(a) Sei B(0, r) := {~x ∈ R3 | ‖~x‖2 < r2} eine offene Kugel mit Radius r > 0. Betrachten Sie
die Funktionenfamilie (ϕσ)σ>0, welche durch

ϕσ(~x) =
e−

‖~x‖2
2σ√

(2πσ)3

für alle ~x ∈ R3 und alle σ > 0, definiert ist.

(i) Zeigen Sie, dass für alle σ, δ > 0 gilt

lim
r→∞

∫
B(0,r)

ϕσ(~x)d~x = 1 und lim
σ→0+

lim
r→∞

∫
B(0,r)\B(0,δ)

ϕσ(~x)d~x = 0.

(ii) Sei f ∈ C0(R3) mit f(~x) = 0 falls ‖~x‖ > 1. Berechnen Sie den Grenzwert

lim
σ→0+

∫
B(0,1)

f(~x)ϕσ(~x) d~x.

(b) Sei f(x) = ln(‖~x‖), ~x ∈ R2\{0} und g(x) = 1
2‖~x‖

2, ~x ∈ R2. Berechnen Sie das Integral∮
∂(B(0,2)\B(0,1))

g
∂f

∂ ~N
ds.

Dabei bezeichnet ~N stets die äußere Einheitsnormale des Gebiets B(0, 2)\B(0, 1).

Aufgabe 50 (Übung)
Berechnen Sie mit Hilfe der Zylinderkoordinaten:

(a)
∫
A xyz d(x, y, z), A =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1

}
(b)

∫
B z(x

3 + xy2) d(x, y, z), B =
{

(x, y, z) ∈ R3 : −π ≤ z ≤ π, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4,
∣∣ y
x

∣∣ ≤ 1
}

Aufgabe 51 (Übung)
Es sei D das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (1, 0) und (0, 1). Das Vektorfeld ~F : R2 → R2

sei durch

~F (x, y) =

(
x2 + xy
x2y − y2

)
gegeben. Berechnen Sie das Integral

∫
∂D

~F · ~ds
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(a) direkt und

(b) mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes.

Aufgabe 52 (Tutorium)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(a)
∫
A(x2 + y2)2e2(1−z)

7

d(x, y, z), A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ (1− z)2
}

(b)
∫
B sin(z) d(x, y, z), B = {x, y, z ≥ 0, x+ y + 2z ≤ 1}

Aufgabe 53 (Tutorium)
Es sei C ⊆ R2 gegeben durch C = [0, 1]× [0, 2] ∪ [0, 2]× [1, 2]. Berechnen Sie die Integrale∫

C
y2 − x2d(x, y) und

∫
C
ex−y − ex+yd(x, y)

(a) direkt und

(b) mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes.

Aufgabe 54 (Tutorium)

(a) Bestimmen Sie für a, b, c > 0 das Volumen vol(E) =
∫∫∫

E d(x, y, z) des Ellipsoids

E :=

{
(x, y, z) ∈ R3 |

(x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(z
c

)2
6 1

}
,

(i) mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri (bzw. Integration über projezierbare Teilmengen)

(ii) mit Hilfe der Koordinaten

Φ(r, θ1, θ2) = r(a cos(θ1) cos(θ2), b sin(θ1) cos(θ2), c sin(θ2)),

(r, θ1, θ2) ∈ [0, 1]× [0, 2π]× [−π/2, π/2].

(b) Sei B := {(x, y, z) ∈ R3 | ‖(x, y, z)‖ 6 2} ein kugelförmiger Körper mit der Massendichte

ρ(x, y, z) =

{
1

1+x2+y2+z2
, 0 6 ‖(x, y, z)‖ 6 1,

2 , 1 < ‖(x, y, z)‖ 6 2.

Berechnen Sie die gesamte Masse∫
B
ρ(x, y, z)d(x, y, z).
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