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Losungsvorschlige zum 10. Ubungsblatt

Aufgabe 55: (Ubung)
Sei B(Zo,r) := {# € R? | |#—Z|?> < r?} die offene Kugel in R? mit Mittelpunkt Zy und Radius
r > 0. Weiter sei I = [a,b] C R ein Intervall und fiir R > 0 seien zwei Funktionen

feCYB(#,R) xI) und r € C'((a,b), (0, R))

gegeben. Zeigen Sie den Transportsatz von Reynolds fiir Kugeln im R3, das heiit es gilt

) e
— de:/// dT—i-r(t)// f do
dt JJ JB@onr) B(7o,r(t)) O OB (Zo.r(t))

fir alle t € (a,b).
Hinweis: Hier bezeichnet dr das Volumenintegral und do das Oberflachenintegral beziiglich

der Variable Z. Benutzen Sie zunéchst fiir festes ¢ € (a,b) die Transformationsformel mit der
Abbildung ®4(%) = Zo + r(t)Z angewandt auf das Integral

Jl[  ran
B(Zo,r(t))

Losungsvorschlag

Sei zuniichst ¢ € (a,b) fest. Wegen 7(t) > 0 ist die Abbildung ®; : R?* — R? definiert durch
®,(%) = 7o + r(t)7 bijektiv, stetig differenzierbar mit det(®}(Z)) = r3(t) > 0 fiir alle ¥ € R3,
Insbesondere ist ®} (%) regulir fiir alle & € R3. Ferner ist ®;(B(0,1)) = B(Zo,7(t)).

Zur Notation bemerken wir, dass wir statt [[[dr die Schreibweise [ dZ benutzen, um die

Variablentransformation darstellen zu kénnen. Nach der Transformationsformel (vgl. Abschnitt
21.3 der Vorlesung) gilt dann

/ J(@1) dF = / ;i
B(Zo,r(t)) ®¢(B(0,1))

- / F@u(),1) |det(@L(3))] di
B(

d.1)

_ / F(@ +r(t)i. 1) dif

B(0,1)
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Die Menge E(ﬁ, 1) ist beschrénkt und abgeschlossen, also, nach Vorlesung, kompakt. Ferner ist
fiir jedes ¢t € (a,b) die Abbildung ¥ f(fbt( y),t) stetig. Nach Abschnitt 19.18 der Vorlesung
ist also 7+ f(®¢(7),t) beschrinkt auf B(0,1). Deshalb existiert das Integral

/  f@o+ (D7D df
B(0,1)

fiir jedes ¢ € (a,b). Die Abbildungen

(@1) = @u(y), (F1) = f(Pe(Y), 1)
sind stetig differenzierbar fiir alle (¢7,t) € D := B(0,1) x (a, b) und es gilt nach der Kettenregel

O (@), 1) = Vaf Fo -+ 0T, 0) - 57(6) + S0 (Fo + (05,1

fiir alle (,t) € D. Nach dem Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen (vgl.
Abschnitt 21.11 der Vorlesung), ist die Funktion

thﬁ/ ), 6)dj, te (a,b)
differenzierbar und fiir die Ableitung gilt
d . . - . Ly of . .
— (@), 0)dy | = | Vaf(@o+r)yt) g i) + - (o +r(t)y, 1) dy
dt \ JB@1) B(0,1) ot

fir alle t € (a,b). Es gilt

d s = / y y
dt<’“3<t> / (a)f(q’t(y%t)dy) = '0R0 [ @) dg

B(0,1)
. Q,(y) — @ 0 .
; / Ve f@(@), 1) - 2D T a0y 1+ O @), 003(0) d
TrF
! 9z 1) dz
/ummﬂ9
3 T — Ty
+r )/ —f(Z,t) + Vzf(Z,1) - dz
& (Fo,r(t)) T(E) (&2) r(t)
fir alle ¢ € (a,b). Schlieflich gilt
3 T — 2o

DN O
S0+ ap(@ 0 T = (10T

fiir alle (#,t) € D. Nach dem Gaufy’schen Divergenzsatz aus Abschnitt 21.10 der Vorlesung gilt
deshalb

3 x — a:o T — Ty
—f +Vazf dx—// z (Z) do(Z) = //
/B(g’c’o,r(t)) r(t) (1) (& OB(Zo,r t) ?) r(t) OB (&0, (

fir alle ¢ € (a,b). Dies schlieBt den Beweis ab.




Aufgabe 56: (Ubung)
(a) Es sei 0 < r < R. Berechnen Sie die Oberfléiche des Rotationstorus’

TE = {((R + r cos(¥9)) cos(ip), (R + 7 cos(¥9)) sin(ip), rsin(d)) : ¢, 9 € [0,27)}.

(b) Berechnen Sie die Oberfléiche der Sphére S, (Zy) = dB(Zy, r) gegeben durch

-
Sr(Zo)

mit Hilfe des Divergenzsatzes.

Lésungsvorschlag

(a) Betrachte die Abbildung F : R? — R? definiert durch
F(p,09) = ((R+rcos(9)) cos(¢), (R + rcos(V)) sin(yp), rsin(d))

fiir alle ¢,9 € R. Wir zeigen: F ist injektiv auf [0, 27)2: Seien dazu o1, @2 € [0,27) und
1,92 € [0,27) mit F(p1,91) = F(p2,92). Insbesondere ist

R? 3 (Fi(p1,%h), Fa(p1,91)) = (R+rcos(d))(cos(¢1),sin(p1))
>0
= (R +rcos(¥))(cos(pa), sin(2)) = (Fi(pa,2), Fa(pa,¥2) € R?
>0

Wegen der Bijektivitit der Polarkoordinaten auf R? \ {6} gilt o1 = 9 und (R +
rcos(V2)) = (R + rcos(de)). Mit Fs(p1,91) = F3(p2,9Y2), folgt weiter

rcos(v1) = rcos(da),
rsin(d;) = rsin(da).

Wieder folgt mit der Bijektivitat der Polarkoordinaten auf R? \ {6}, dass 91 = 99 gilt.

Damit hat sich F' als injektiv auf [0, 27)? erwiesen.
Es gilt

sin(p)(R + rcos(¥)) —rsin(9) cos(yp)
Fl(p,9) = <gf;, ?;;) (p, ) = ( cos(p)(R+rcos())  —rsin(d) sin(go))

0 r cos(19)
fiir alle ¢, ¥ € R. Insbesondere ist
F F
Ha 0 Hr R+ 1rcos()) > 0.

fiir alle ¢, € R und somit ist F eine regulire Parametrisierung. Definiere U = (0, 27)?2,
sowie N1 = {F(p,0): ¢ € (0,2m)}, Na = {F(0,9) : ¥ € (0,27)} und N3 = {F(0,0)}.



Damit gilt:

oF 8F

o) = |5 %301 ¢
(0,2m)x{0}

oF 3F

9 = fopsa' [ H
{0} x(0,27)

OF OF
- o]
) {0}x{0}

Also ist N = NjUNyUN3 eine o-Nullmenge. Es ist ferner T2 = F(U)UN. Nach Definition

folgt:
2m 2w
o(TE) = / do = d(p,9) = / / r(R + rcos(¥)) dv dp
FU) o Jo

2
= 27‘(7“/ (R + rcos(9)) d9 = 4n°rR.
0

oF 8F
dp

(b) Die duBiere Einheitsnormale der Sphiire S,(Zo) ist N(Z) = Z= xo , das heifit N eine C'-

Fortsetzung in die offene Kugel B(Zy,r). Es gilt div(N(Z)) = f fur alle ¥ € B(Zp,r) und
daher folgt aus dem Divergenzsatz (Abschnitt 21.10 der Vorlesung)

// do = // N-Ndo = ///le (N)d fvol(b( 7o, 1)) = §%7TT'3 = 4712,
(Zo) Sr(Zo) r3

Aufgabe 57: (Ubung)

Es sei I' eine positiv orientierte Parameterisierung des Bogens, welcher durch Schneiden des Zy-
linders Z = {(z,y,2) € R®: 2? + y* = 1} mit der Ebene E = {(z,y,2) eR*: z +y + 2z = 1}
entsteht. Bestimmen Sie das Kurvenintegral

(a) direkt und

(b) mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes.

Losungsvorschlag

(a) Eine positiv orientierte Parameterisierung + : [0, 27] — R? von 07 ist durch

cos(p)
V(p) = sin(¢p)
1 — cos(p) — sin(y))

fiir alle ¢ € [0, 27] gegeben. Entsprechend ist
—sin(yp)

Y(p) = cos(¢p)
sin(p) — cos(p))



fiir alle ¢ € [0, 27]. Wir berechnen zuerst eine Stammfunktion von sin* durch

/sin4(t)dt = /sin(t) sind(¢) d¢ TE" — [cos(t) sin®(¢)] —1—3/(:082(15) sin?(t)dt
—— ——
u'(t) o)

= — [cos(t)sin®(t)] + 3 / (1 —sin?(¢)) sin®(¢)dt

= — [cos(t)sin®(t)] +3 / sin?(t))dt — 3 / sin(¢)dt

- B(t—sin(t) cos(t)) — cos(t) sin3(t)} 3 / sin (#)dt
= /sin4(t)dt = [:t—COS(t) (Sinz(t) + 38?”)] .

Damit gilt fiir das gesuchte Integral:

27
/ (—oP,a® %) d5 = /<—sin3<so>,cos3<so>,—<1—cos(so)—sin(so»?’)-
o7 0

(= sin(), cos() sin() — cos(ip)) dyo

2
= /0 sin(ip) + cos* (i) — (sin(p) — cos())(1 — cos(i) — sin(y))” dy

2
= 2/ sint () dp — E [(1 = cos(p) — Sin(SO))ﬂ s
0

4 v=0
sieh(;)ben 9 §90 B COS(QO) Sing(W) + 3Sin(30) e — §7r,
] 4 8 =0 2

(b) Eine regulire Parameterisierung ® : (0,1) x (0,27) — R3 der Fliche M = EN Z (bis auf
die o-Nullmenge N = {(z,y,2) € M : > 0,y = 0}) ist durch

7 cos(p)
D(r, ) = rsin(y)
1 —r(cos(p) + sin(p))

fiir alle r € (0,1) und alle ¢ € (0, 27) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle
Oberflichenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

¥ do((r¢)) = (‘% 0%

x5 ) ) dlre)
cos(p) —rsin(p)
— sin(go) X r COS(QO) d(?“, (,0)
— cos(p) — sin(yp) 7(sin(p) — cos(¢))

1
= r (1) d(r,p)
1

fiir alle (r, ) € (0,1) x (0,27). Als letzte Vorbereitung berechnen wir



fiir alle (z,y, 2z) € R3. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 21.9 der Vorle-
sung):

2m
/(y3,m3,23)-d§8t‘)keS/Vx<$) 7) do(& —3// r? dSOdT—*
5 M

Aufgabe 58: (Tutorium)
Es sei F = {(z,y,2) € R¥: 2 +y? + 22 =1, 2 > 0} und F : R® — R? definiert durch

F(z,y,2) = (1, 22,2y)

fiir alle (x,y, z) € R®. Berechnen Sie das Oberfliichenintegral
J[F5 a0
f
(a) direkt und

(b) mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes.

Loésungsvorschlag

(a) Eine regulire Parameterisierung ® : (0,27) x (0,5) — R? (bis auf die o-Nullmenge
N ={(0,0,1)}) der Fliache F ist durch

cos(p) cos(0)
D(p,0) = | sin(p) cos(0)
sin(6)

fiir alle ¢ € (0,27) und alle § € (0, 5) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle

Oberfldchenelement
- o® 0P
Faol(e.0) = (52 55 ) (0.0 dlre)

—sin(¢p) cos(6) — cos(¢p) sin(6)

cos () cos(6) —sin(p) sin(f) | d(r,¢)
0 cos(6)

= cos(0)P(p,0) d(r, )

fiir alle (¢,0) € (0,27) x (0, 5). Es gilt mit der Definition des Oberflichenintegrals:

. . 2 1 cos(¢) cos(0)
/ F(%) - N(Z) do(Z) = / / cos () cos(0) sin(0) - | sin(p) cos(0) | cos(#) de dv
7 cos(yp cos(@) sin(¢) cos(6) sin(6)

2 2
- /0 /0 cos2(0) cos(p) + 2 cos(ip) sin(ip) cos®(0) sin(#) dv) de

us
2

= /0 cos?(0) [— Sin(go)]gi?r + cos®(6) sin() [sin%np)]ijw dd =0.



(b) Eine positiv orientierte Parameterisierung 7 : [0,27] — R3 des Randes OF von F ist
durch
cos(¢p)
1(p) = | sin(p)
0

fiir alle ¢ € [0, 27| gegeben. Es gilt
—sin(yp)
Y(p) = | cos(p)
0

fiir alle ¢ € [0,27]. Ferner liefert ,scharfes Hinsehen® dass fiir F' : R3 — R3 definiert
durch F(x,y,z2) = (%, x;—y y) fiir alle (z,y, z) € R? die Gleichung

VX F=1,zzxy)

fir alle (z,y,2) € R? gilt. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 21.9 der
Vorlesung):

/ F(Z) - N(Z) do(z) = / (V x F(Z))- N (&) do(Z)
F F
Skes [ p(@) - ds
L (@)
21

- [ W,smm) (= sin(p), cos(g), 0) i



Aufgabe 59: (Tutorium)
Gegeben sei der Kegel C' = {(a:,y, 2)ER3:0<2<2— /a2 + y2} und F : R? — R3 definiert
durch

—

Fla,y,2) = (z,y,2+ 1)
fiir alle (x,7,z) € R3. Berechnen Sie den Fluss von F' durch den Mantel dC' in Richtung der

Juleren Normale:
/ / PN do.
oC

Loésungsvorschlag

Nach dem Gauflschen Divergenzsatz aus der Vorlesung gilt:

aCf-Ndo:/C(V-f)dr

Es ist
(V- Hi@)=1+14+1=3

fir alle # € R3. Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten folgt:

22—z p2rm 2 p2 p=(2-2) 2
/(V‘f)(a?) = 3/ / pd(;ﬁdpdz:67r/ [] dz:3ﬂ/(2_z)2dz
C 0 Jo 0 o |2 p=0 0
_ 9 _ z2=2

T [( 2)3]2;0 = 8.
Aufgabe 60: (Tutorium)

Gegeben sei die Losung u € C°(R3 x [0,T]) der homogenen Wirmeleitungsgleichung

ou

a(az,t) —cAu(Z,t) =0 VY (&,t) € R3x [0,T]

mit Diffusionsgesetz ¢ > 0. Zeigen Sie die Ungleichung

T T
BE(T) < C/ // |Au)? do dt + c/ // V|2 do dt
2.Jo JJoBo,t) o JJoaB(o,e)

fiir die Energie in B(0, ct) gegeben durch

1
B(t) = /// IVull? dr, te (0,T).
2 B(0,ct)

Hinweis: Benutzen Sie den Transportsatz von Reynolds aus Aufgabe 55 und die Green’schen
Formeln aus Abschnitt 21.10 der Vorlesung.



Lésungsvorschlag

Wir benutzen den Transportsatz von Reynolds aus Aufgabe 55 angewandt auf die Funktionen
1
F@1) = SIVu@ 0%, (@.0) € BO.T)x 0,T] und  r(s) =cs, s€0,7)
Damit folgt fiir alle ¢ € (0,T")

/// V- ( “> dr + = // |V ul|? do.
B(0,ct) ot OB(0,ct)

Weiterhin folgt aus den Green’schen Formeln aus Abschnitt 21.10 der Vorlesung die Identitét

// E?zi(‘)udo_/// Vu~<u>d7'+/// Au—dT
OB(0,ct) ON Ot B(0,ct) ot B(0,ct)

und somit

0= Mot 5 L™

—E(t) = Au - dT+ do+ = Vul||® do
a " B(0,ct) DB(0,ct) 8N(9t DB(0,ct) IVl

= /// (Au)? dr + c// Au do+ — // |Vu)|? do
B(0,ct) OB(0,ct) OB(0,ct)
/// (Au)? dr + = // (Au)? do + c// [Vul|? do
B(0,ct) 0B(0,ct) 0B(0,ct)

// (Au)? do—i—c// Vul|? do.

OB(0,ct) OB(0,ct)

Integration foT dt tiber beide Seiten liefert die folgende Abschétzung (da E(0) = 0):

T T T
E(T):/ iE(t) dt < C/ // |Aul? do dt + c/ // |Vul|? do dt.
o dt 2 Jo JJoB(o,et) o JJoaB(o.ct)
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