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12. Übungsblatt

Aufgabe 67 (Übung)

Bestimmen Sie die Laurent-Reihen-Entwicklung inklusive Konvergenzgebiet von

(a) f(z) = e2z

(z−1)3 um z0 = 1,

(b) f(z) = (z − 3) sin 1
z+2

um z0 = −2,

(c) f(z) = 1
(z−1)(z−2) um z0 = 0, 1, 2.

Um welche Art von Singularität handelt es sich jeweils bei z0?

Aufgabe 68 (Übung)

Sei A =

(
a b
c d

)
∈ C2×2 eine invertierbare Matrix mit komplexen Einträgen und

Φ(A)(z) :=
az + b

cz + d

die zu A assoziierte Möbiustransformation.

(a) Zeigen Sie, dass Φ(A) : C \ {−d
c
} → C für c 6= 0 bzw. Φ(A) : C → C für c = 0

konform ist.

(b) Seien A,A1, A2 ∈ C2×2 invertierbar. Zeigen Sie, dass

Φ(A1) ◦ Φ(A2) = Φ(A1A2) und

Φ(A)−1 = Φ(A)−1,

das heißt, die Menge der Möbiustransformationen ist eine Gruppe (bezüglich der
Komposition).

(c) Zeigen Sie, dass Möbius-Transformationen Kreise und Geraden auf Kreise oder
Geraden abbildet.
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Aufgabe 69 (Tutorium)

(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Sei G ⊆ C ein Gebiet und f, g : G → C holomorph. Existieren a, b ∈ R mit
(a, b) ⊂ G und f(x) = g(x) für alle x ∈ (a, b), dann gilt f = g auf ganz G.

(ii) Es gibt genau eine holomorphe Funktion f : C → C mit f( 1
k
) = 1

k4
für alle

k ∈ Z \ {0}.
(iii) Es gibt genau eine holomorphe Funktion f : C → C mit f(k) = k2 für alle

k ∈ Z \ {0}.

(b) Komplexe Potenzen

(i) Für welche z, w ∈ C \ (−∞, 0] gilt die Gleichung Log z + Logw = Log zw?
Geben Sie ein Beispiel an, für das Log z + Logw 6= Log zw.

(ii) Für welche α, β, z gilt die Gleichung zαzβ = zα+β?

(iii) Welche Bedingungen müssen an α, β, z gestellt werden, damit (zα)β = zαβ

gilt? Geben Sie ein Beispiel an, für das (zα)β 6= zαβ.

(iv) Berechnen Sie alle zwölften Wurzeln von 1.

Aufgabe 70 (Tutorium)

(a) Klassifizieren Sie die Polstellen von fn(z) = (z2 + 1)−n, n ∈ N, und berechnen Sie
die Residuen in diesen Punkten.

(b) Berechnen Sie 1
2πi

∫
γ±

dz
z

für γ±(t) = e±it, t ∈ [0, 2π].

(c) Berechnen Sie
∫
γ
fn(z)dz entlang des positiv orientierten Randes der Kreisscheibe

um 0 mit Radius 2.

(d) Welches Ergebnis vermuten Sie für das Integral
∫
γ
fn(z)dz entlang der Kurve pa-

rametrisiert durch γ(t) = 2(cos t sin t+ i cos t), t ∈ [−π, π]?

Aufgabe 71 (Tutorium)

Seien α, β ∈ C mit Reα2 > 0. Zeigen Sie durch Wahl eines geeigneten Integrationsweges
in der komplexen Ebene, dass ∫ ∞

−∞
e−(αx+β)

2

dx =

√
π

α
.

Sie dürfen verwenden, dass
∫∞
−∞ e−x

2
dx =

√
π.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm2phys2017s/

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm2phys2017s/

