Institut fiir Analysis 552017
\ PD Dr. Peer Christian Kunstmann 14.07.2017
N\ Dipl.-Math. Leonid Chaichenets,/ Johanna Richter, M.Sc.,

Karlsruhe Institute of Technology  Tohias Ried, M.Sc., Tobias Schmid, M.Sc.

Ho6here Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik
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Aufgabe 67 (Ubung)

Bestimmen Sie die Laurent-Reihen-Entwicklung inklusive Konvergenzgebiet von
(a’) f(Z) (= 21)3 um zgp = 1
o1
(b) f(z2) =(2—3) sin —5 um zp = —2,

(C) f(Z) = Wl(zﬂ) um 2o = 07 1,2

Um welche Art von Singularitdt handelt es sich jeweils bei zy?

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Um f um die isolierte Singularitit zy = 1 zu entwickeln, bringen wir f in die Form
eQ(z—l)
2

f(z):e (2—1)3

und verwenden die Reihenentwicklung der komplexen Exponentialfunktion, um die
Laurentreihenentwicklung

°°2k o 2k+3
_ _1 a4 _11«73: 2 _1k
/) 2—132 (2 ;k!('z ) ek;mg)!(*z )

von f zu erhalten. Diese konvergiert, da die Exponentialreihe auf ganz C konvergiert
und es sich bei zp = 1 um eine isolierte Singularitidt handelt, auf C \ {1}, d.h. der
Konvergenzradius der Reihe ist co. Dass es sich um einen Pol dritter Ordnung bei
2o = 1 handelt, sieht man daran, dass der Hauptteil der Laurentreihe Z;:l_oo ag(z—
20)* nach dem dritten Term abbricht, a;, = 0 fiir k < —3.

(b) Wir schreiben
1
= (2 +2)sin — 5sin
z

: 1
f(z):(z—3)81nz+2 7 P

und setzen die Reihenentwicklung der Sinus-Funktion ein. Daher ist die Lauren-
treihenentwicklung von f gegeben durch

_ (D" ey gy (D ~(2k+1)
f(z)—(z+2)kz;(2k+1)!(z—l—2) —52 e ic T2
k=0 + k=0
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mit

Gl ) A Y

(=D* _
b — {(2k+1)!7 n =2k
=
(2k+1)!

Da der Hauptteil der Laurentreihe nicht abbricht, handelt es sich bei der isolierten
Singularitéit zg = —2 um eine wesentliche Singularitéit. Die Sinus-Reihe konvergiert
auf ganz C, weshalb die Laurentreihe von f auf C\ {—2} konvergiert.

(c) f besitzt die Partialbruchzerlegung

1 1 1 1 1
f(z):(z—l)(z—Z):_z—1+z—2:1—2_§1—

Fiir die Laurentreihe um z5 = 0 verwenden wir die geometrische Reihe, um
o0

:izk i2 ka Z 2k1 k

k=0 k=0 k=0

er—\

zu erhalten. Die erste Reihe konvergiert fur |z| < 1, die zweite fiir |z] < 2, damit
ist der Konvergenzradius der Laurentreihe 1. Man beachte, dass dies der Abstand
des Entwicklungspunktes zum néchstgelegenen Pol bei z = 1 ist... Die Laurentreihe
um zg = 0 besteht nur aus dem Nebenteil, denn f besitzt keine Singularitét in der
0.

Nun zur Entwicklung um die isolierten Singularitdten: f besitzt jeweils einen Pol
erster Ordnung bei z; = 1 und zy = 2. Fiir z; = 1 erhalten wir

1 1 1 1 -
L M S Wl ey popy s ;Z_l
= i(z—l)k.
k=-—1

Der Hauptteil der Laurentreihe besteht nur aus dem Term —ﬁ, die Reihe kon-
vergiert auf der punktierten Kreisscheibe z € By(1)\ {1} = {|]z — 1| < 1,z # 1}.
Analog bekommt man fiir zo = 2

f(z)=— L, 1 ! + - ! = ()= —2)F

z—1 z-2 1—(—(2—2)) —

mit Konvergenzgebiet By(2)\ {2}. Der Hauptteil besteht wieder nur aus dem Term
—1-ter Ordnung 1.



Aufgabe 68 (Ubung)

Sei A = (Z d) € C?*2 eine invertierbare Matrix mit komplexen Eintrigen und

_az—i—b
ez +d

B(A)(2) :

die zu A assoziierte Mobiustransformation.

(a) Zeigen Sie, dass ®(A) : C\ {—2} — C fiir ¢ # 0 bzw. ®(A4) : C — C fiir ¢ = 0

konform ist.

(b) Seien A, A;, Ay € C**? invertierbar. Zeigen Sie, dass
(I)(Al) o @(AQ) = @(AlAQ) und
(A =o(A)7

das heift, die Menge der Mobiustransformationen ist eine Gruppe (beziiglich der
Komposition).

(c) Zeigen Sie, dass Mobius-Transformationen Kreise und Geraden auf Kreise oder

Geraden abbildet.

LOSUNGSVORSCHLAG
(a) Wir miissen zeigen, dass ®(A)'(z) # 0 fiir alle z € C\ {—2} (fiir ¢ # 0) bzw. z € C
(fiir ¢ = 0).

Betrachten wir zunéichst den Fall ¢ = 0. Dann ist
DAY (=) = = #0,
denn aus der Invertierbarkeit der Matrix A folgt insbesondere, dass
det A = ad — be = ad # 0.

Fiir ¢ # 0 gilt

daz—kbi ad — be det A

(A (2) = Gertd (cz + A = (2= ) #0.

Damit ist gezeigt, dass ®(A) auf dem jeweiligen Definitionsbereich konform ist.

(b) Es seien

b
Fiz) = o)) = 2
und
b
Falz) 1= @A) (2) = S

Mobius-Transformationen mit det A; = a1dy — bicp # 0 und det Ay = asdy — bacy #
0. Die Komposition von f; und f5 ist dann

azz+b
(F10 h)(2) = arfo(z) + b g Y0 (a1ap 4+ bicy)z + (a1by + bidy)

Caflz)+d 61% +di  (crag+ dica)z + (crba + didy)’



Dies ist wieder eine Mobius-Transformation, denn

(&1&2 + blcg)(cle + dldz) — (&1[)2 + b1d2>(01&2 + dlcz) = (a1d1 — blcl)(agdg — bgCg)
= det Al det A2 7& 0.

Wegen
A A, — aq bl ag bg _ a1ao + b102 &1[72 + b1d2
152 C1 d1 Co dg Cla2+d102 Clb2+d1d2
sieht man durch Koeffizientenvergleich, dass ®(A4;) o ®(Ay) = ®(A;As). Man er-

innere sich an dieser Stelle an die Multiplikativitidt der Determinante, weshalb
det A1A2 = det Al det A2 # 0.

Daraus kann man auch ®(A4)~! = &(A~!) ablesen, denn wegen
P(A) o d(A)=2=0() =d(A'A)
ist die M&bius-Transformation assoziiert zu
e 1 (d —b): 1 (d —b)
det A \—c a ad —bc \—¢c a

das Inverse zu ®(A).

Kreise und Geraden in C konnen iiber
K :={z€CuU{oo}: Alz|*+ Bz + Bz + C =0}

mit A,C € R, B € C, |B|*>— AC > 0, parametrisiert werden. Ist A = 0, erhiilt man
eine Gerade, ansonsten ist K ein Kreis in C. In der Tat, sei z = x +1iy, so lédsst sich
die bestimmende Gleichung in der Definition von K umformen zu

A(x* +y*) + 2(Re B)z + 2(Im B)y + C = 0.

Fiir A # 0 definiert diese Gleichung einen Kreis. Durch quadratisches Ergénzen
und Umformen erhélt man

Re B\ 2 ImB\?
i —Z) =|B?-4
(x+ 1 > +(y+ 1 > | B| C,

also die bestimmende Gleichung eines Kreises mit Radius 1/|B|? — AC > 0 und

Mittelpunkt
} Re B ) Im B B
20 =g+ 1o = | — 1 +1 i :—Z.

Fiir A = 0 erhélt man eine Geradengleichung, denn |B|?> > 0 impliziert B # 0.
Wir brauchen also im Weiteren nich zwischen Geraden und Kreisen unterscheiden

(man bezeichnet die Mengen K in diesem Zusammenhang auch als verallgemeinerte
Kreise in C).

Sei nun

eine Mobius-Transformation.



Fall 1: ¢ = 0. In diesem Fall kénnen wegen ad — bc = ad # 0 beide Zahlen a und
d nicht verschwinden, und es ist f(z) = §z + % eine Translation um g und
eine Streckung um den Faktor ¢. Damit werden durch f Kreise auf Kreise und
Geraden auf Geraden abgebildet.

Fall 2: ¢ # 0. Wir konnen f in die Form

az+b_ 1acz—|—bc_ lacz + be+ ad — ad

cz+d_z cz+d ¢ cz+d
a 1lbc—ad

+
¢ ccz+d

f(z) =

bringen, und damit zerlegen in zwei Streckungen/Translationen und eine In-
version z — % Bezeichne

fi(z) =cz+d
fo(2) :é
fo(2) = bc—cad2+ %’

so konnen wir f schreiben als f = f3o fyo f1. Wie im Fall 1 bilden f; und f5 als
Translationen und Streckungen Kreise auf Kreise und Geraden auf Geraden
ab. Es bleibt zu zeigen, dass f, Kreise und Geraden auf Kreise und Geraden
abbildet. Dazu betrachten wir
A B B
K) = eCuU =+ —+=4+C=0
f2( K) {z {0} |z|2+z+§+ }
={2€CuU{oo}: A+ Bz + Bz + C|z|* =0}

wobei Gleichung mit |z|? = 2z multipliziert wurde. Also ist fo(K) wieder ein

verallgemeinerter Kreis. Falls A # 0 und C' = 0 bildet f> einen Kreis auf eine
Gerade ab.



Aufgabe 69 (Tutorium)
(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Sei G C C ein Gebiet und f,g : G — C holomorph. Existieren a,b € R mit
(a,b) C G und f(x) = g(x) fur alle z € (a,b), dann gilt f = g auf ganz G.
(ii) Es gibt genau eine holomorphe Funktion f : C — C mit f (%) = 1714 fiir alle
ke Z\ {0}.
(iii) Es gibt genau eine holomorphe Funktion f : C — C mit f(k) = &2 fiir alle
ke Z\ {0}.

LOSUNGSVORSCHLAG

(i) Zu jedem Punkt = € (a,b) gibt es eine Folge (x,)nen in (a,b) mit x, — =z,
d.h. jeder Punkt in (a,b) C G ist Hiufungspunkt. Da (a,b) C {z € G : f(z) =
g(z)}, gilt nach dem Identitatssatz schon f = g auf ganz G.

(ii) Die Aussage ist richtig. Durch die Funktion f(z) = 2% ist eine solche Funktion
gegeben. Sei g eine weitere Funktion, die die Voraussetzungen erfiillt. Dann
gilt g(£) = 4 = f(2) fiir alle n € N, sodass f und g auf der Menge

1
{—,n € N}
n

mit Haufungspunkt 0 {ibereinstimmen. Nach dem Identitéitssatz gilt g = f,
womit die Existenz genau einer Funktion gezeigt ist.

(iii) Die Aussage ist falsch. Offensichtlich erfiillt die Funktion f(z) = 22 alle For-
derungen, aber wir konnen sie mit einer beliebigen ganzen Funktion g multi-
plizieren, die g(k) = 1 fiir alle k € Z erfiillt, beispielsweise g(z) = 1+ sin (72).
Somit gibt es mehr als nur eine Funktion, die die Voraussetzungen erfiillt.

(b) Komplexe Potenzen

(i) Fiir welche z,w € C\ (—o0,0] gilt die Gleichung Log z + Logw = Log zw?
Geben Sie ein Beispiel an, fiir das Log z + Logw # Log zw.

(i) Fiir welche o, 3, z gilt die Gleichung 2%2% = %87

(iii) Welche Bedingungen miissen an a, 3,z gestellt werden, damit (z%)% = 28
gilt? Geben Sie ein Beispiel an, fiir das (22)7 # 295,

(iv) Berechnen Sie alle zwolften Wurzeln von 1.

LOSUNGSVORSCHLAG

(i) Schreibe z € C\(—o0, 0] als z = |z|e!A8(*) mit dem Hauptzweig des Arguments
mit Werten in (—m, 7). Dann gilt

Logz =log |z| +1Arg z,
und somit fiir z,w € C\ (—o0, 0]

Log z + Logw = log|z| + log |w| + i(Arg z + Argw) = log |zw| + i(Arg z + Argw).



(i)

(iii)

Andererseits ist
Log zw = log |zw| + 1 Arg(zw) = log |zw| + i(Arg z + Argw)

genau dann, wenn Arg z + Argw € (—m, 7). Somit gilt die Gleichung genau
dann, wenn Argz + Argw € (—m, 7).

Als Gegenbeispiel betrachte man z = —1 +1i = V2ei™ und w = i = e2™.
Dann gilt

1 5
Log z 4+ Logw = 510g2+ Zwi,

. . 1 3
Lo 10— Log (V2) — Log (VB ) ~ Liog2 — I

Die Gleichung gilt fiir alle o, 5 € C, falls z € C\ (=00, 0], denn

ZaZB _ eaLogzeﬂLogz _ e(a+ﬁ) Logz __ ZOH_’B.

Sei z € C\ (—o00,0] derart, dass z* ¢ (—o0,0]. Dann gilt

(Zoz)ﬁ — eBLogzo‘ — eBLogexp(aLogz).

Es stellt sich also die Frage, fiir welche w € C die Identitét
Loge” =w

gilt. Dazu zerlegt man w = Rew + iIm w und schreibt

ew — eReerlImw — eRewelImw'

Ist nun Imw € (—m, 7), so erhélt man

Rew

Loge” =loge™" +ilmw = Rew +ilmw = w.

Damit gilt
(Zoz)ﬁ — eBLogexp(aLogz) — e,BaLogz _ Zoc,B

falls Im(a Log z) € (—m, 7).

Als Gegenbeispiel betrachte man etwa o = 3, § = %, und z =i = ez'. Dann

1st

(zoc)ﬁ — (e%ﬂ'i> 1/2 — (_1)1/2 — e% Log(—i) _ e%(log 1-ig) e—% —

I5

—1+41

V2

Zaﬁ g 13/2 g e%i o e%ﬂ-i g

[

Alle zwolften Wurzeln von 1 sind durch

.arg(1)+2km sk
w = N/ ‘1|e1 12 —¢c''6

fiir k = 0,...,11 gegeben. Die bekannten Werte von Sinus und Kosinus an
diesen Punkten ergeben die Wurzeln 41, =i, \/73 +il, - +il, 2+ i‘/Tg und

14 :4/3



Aufgabe 70 (Tutorium)

(a) Klassifizieren Sie die Polstellen von f,(2) = (22 +1)™™, n € N, und berechnen Sie
die Residuen in diesen Punkten.

(b) Berechnen Sie 5 [

2mi

9= fiir 4 (t) = ™, t € [0, 27].

+ Z

(c) Berechnen Sie f7 fn(z)dz entlang des positiv orientierten Randes des Kreises um 0
mit Radius 2.

(d) Welches Ergebnis vermuten Sie fiir das Integral f,7 fn(2z)dz entlang der Kurve pa-
rametrisiert durch ~y(t) = 2(costsint +icost), t € [—m, 7|7

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Wegen 22+ 1= (z+1)(z —1i) hat f, jeweils eine n-fache Polstelle bei +i,

fu(z) = (z+1)7"(z =0

Mit der Formel aus der Vorlesung erhalten wir

) 1 dnfl o B 1 dnfl -
ves(fn:) = (n—1)!dznt (z=1)"fu(z) . (n—=1)det (z+1) s
:(niUK—W“%'@+1%~@n—%-&+U*%*t1
I G ) |
S (n—=1)! (n—1)! (=1) (2i)@n—1)
2n—2)! i

((n— 12T

Analog erhélt man fiir das zweite Residuum

1 1 dn_l S\ 1 dn—l \—n
res(fn, —i) = WW(Z +1)" fn(2) . = D (z —1i) -
:<nf1n“4w*nfn+w-~@n—m-u—n*%”)z4
_ 1 (2n — 2)' n—1 1
" oo e
2n—2) i

((n— )P 2T
(b) Einsetzen in die Definition von komplexen Kurvenintegralen liefert

1 d 1 1 11 , 427
— [ S = V() dt = — _ (iett) dt = = = 41,
2mi ),z 27 Jy (2 27 J, et 27i

das heift 41, falls die Polstelle zy5 = 0 im mathematisch positiven Sinn umlaufen
wird, und —1 falls die Polstelle im mathematisch negativen Sinn durchlaufen wird.



(¢c) Win in Aufgabenteil (a) gesehen, besitzt fiir festes n € N die Funktion f, zwei
isolierte Polstellen n-ter Ordnung bei £i und ist sonst holomorph auf C\ {+i}. Da
beide Polstellen im Inneren des von v berandeten Gebiets (der Kreisscheibe mit
Radius 2 um 0) liegen, erhalten wir mit dem Residuensatz

/fn(z) dz = 27i(res(f,,, 1) + res(fn, —i)) = 0.

(d) Die Kurve v beschreibt eine Schleife, welche die Polstelle z; = —i im mathematisch
positiven Sinn umlauft, die Polstelle bei 25 = i jedoch im mathematisch negativen
Sinn. Dies wirkt sich (vergleiche dazu Aufgabenteil (b)) durch ein entsprechendes
Vorzeichen im Residuensatz aus. Es gilt

/fn(z) dz = 2mi(res(f,, —1) — res(fn,1))

26 2n=2)! _ m (2n-2)!
2 (=) 2 (= 1)

= 27




Aufgabe 71 (Tutorium)

Seien a, 3 € C mit Rea? > 0. Zeigen Sie durch Wahl eines geeigneten Integrationsweges
in der komplexen Ebene, dass

s a
. . o0 g2
Sie diirfen verwenden, dass [*. e ™ dz = /7.
—0o0

LOSUNGSVORSCHLAG

Im Fall o, 8 € R, d.h. Ima = Im 8 = 0 erhalten wir durch eine einfache Substitution
y = ax + 5 (ohne auf Methoden der komplexen Analysis zuriickzugreifen)

/00 e~ (@B qp — 1 /OO eV dy = ﬁ

(6] (67

o0 o0

Sei also Im v # 0. Wir kénnen das Integral

R 2
/ e—(aer/J’) dx
—-R

als komplexes Wegintegral der auf ganz C holomorphen Funktion e entlang der Strecke
[—aR+,aR+ ] in der komplexen Ebene auffassen. Die Strecke ist dabei parametrisiert
durch ¢ : [-R, R] — C, ¢(z) := ax + 5. In der Tat gilt

R ) 1 R 5 1 2
/ e—(am—i—ﬁ) dr = _/ e—w(r) ¢/($) dr = —/ e % dz.
_R o J_gr @ J[-aR+B,aR+p]

Um das gesuchte Integral auf das bekannte Integral fR e~*" dz zuriickfithren zu konnen,
betrachten wir die Strecke [—(Re ) R, (Re @) R] auf der reellen Achse, und verbinden sie
mit der Strecke [—aR + B, aR + [] derart, dass ein geschlossener Pfad in C entsteht.
Da e~ eine ganze Funktion ist, liefert der Cauchysche Integralsatz

/ e ¥ dz 4 / e dz
[-(Rea)R,(Rea)R] [(Re @)R,aR+0]

2 2 M
+/ e dz—l—/ e dz=0,
[@R+8,—aR+f] [—aR+8,—(Re a)R]

also

/ e dz = / e " dz + I,(R) + L(R). (2)
[—aR+8,aR+p] [=(Re a)R,(Re )R]

Man beachte, dass von nach die Richtung des Pfads [« R+ 3, —a R+ ] umgefreht

wurde.

Streng genommen miissen wir an dieser Stelle etwas sorgfiltiger argumentieren, da der Cauchy-Integralsatz
nur fiir einfach geschlossene Kurven, die in mathematisch positiver Richtung durchlaufen werden, ge-
zeigt wurde. Ist R > |3, so kann man den Integrationsweg jedoch in zwei Dreiecke zerlegen, die sich
im Schnittpunkt Re 5 — En% Im 8 mit der Realteil-Achse beriihren, und jeweils fiir die Dreiecke den
Cauchy-Integralsatz anwenden. Danach setzt man den Integrationsweg zu obigem Weg zusammen, siehe
dazu auch Abbildung



4 aR+p

(Rea)R

(Rea)R

—aR

—aR+p

Abbildung 1: Der Integrationsweg fiir das komplexe Gauf3-Integral.

Der erste Term in auf der rechten Seite von Gleichung ([2)) strebt gegen ffooo e dr = VT,

auf der linken Seite steht das Integral, das wir ausrechnen wollen.

Wir zeigen nun, dass die Beitriage I;2(R) der Hilfswege im Grenzwert R — oo beide
verschwinden. Fiir I;(R) gilt mit der Parametrisierung ¢ : [0,1] — C, ¢(s) = (Rea +

isIma)R + s,

‘ / e dz
[((Re @) R,aR+0]

1
/ (1(Im Oé)R—l- 5)67((Rea+islma)R+sB)2 ds
0

1
< / (l Im alR + |ﬁ|) ‘e*((Rea+isIma)R+sﬁ)2 ds
0
Wegen
(Rea+isIma)R + 35>2 = [(Re a)? — s*(Ima)? + 2is Rea Im Oé} R?
+ 52 [(Re #)? — (Im B)* + 2i Re B 1m 3]
ist

ef((Re a+isIma)R+sB)?2 e [(Re a)?—s2(Im a)2]R2+32 [(Re B)2—(Im ﬁ)Q] )

\



Man beachte, dass der erste Term im Exponenten nach Voraussetzung immer positiv ist,
denn

(Rea)? — s*(Ima)* > (Rea)? — (Ima)®> = Rea® > 0
fir alle s € [0, 1], und somit ist der Integrand in (3)) beschriankt mit

(1T afR +[]) [e(eeismatess?| < (| mal R + |5l e 0

fiir R — oo. Damit geht auch das Integral [;(R) — 0.
Ahnlich zeigt man, dass I5(R) — 0, und erhélt insgesamt aus

o
a/ e (@2 +h* 4o — lim e dz
—o0 R—=00 JI_oR+B,aR+f

RB=00 \J[~(Rea)R,(Rea)R]

:/ e dy = V.
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