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13. Übungsblatt

Aufgabe 72 (Übung)

(a) Seien f, g ∈ Cper([−π, π],C) mit Fourierkoeffizienten f̂ und ĝ. Die Faltung von f
mit g ist definiert als

(f ∗ g)(t) :=
1

2π

∫ π

−π
f(t− s)g(s) ds.

Zeigen Sie, dass f̂ ∗ g(k) = f̂(k)ĝ(k) für alle k ∈ Z.

(b) Sei f ∈ Cmper([−π, π]) = {h ∈ Cm([−π, π],C) : f (n)(−π) = f (n)(π), n = 0, . . . ,m−1}
für ein m ≥ 1. Dann gilt

f̂ (n)(k) = (ik)nf̂(k), k ∈ Z,

für n = 1, . . . ,m, und

f̂(k) = O
(

1

|k|m

)
.

(c) Zeigen Sie: Sind die Fourierkoeffizienten einer Funktion f ∈ Cper([−π, π]) absolut
summierbar, so konvergiert die Fourierreihe gleichmäßig gegen f . Folgern Sie, dass
die Fourierreihe einer Funktion in Cmper für m ≥ 2 gleichmäßig gegen f konvergiert.

Aufgabe 73 (Übung)

Sei γ eine einfach geschlossene reguläre Kurve in R2 mit Länge `. Mit A werde die
Fläche des von γ eingeschlossenen Gebiets bezeichnet. Zeigen Sie die isoperimetrische
Ungleichung

A ≤ `2

4π
,

mit Gleichheit genau dann wenn γ ein Kreis ist.
Stellen Sie dazu die Komponentenfunktionen γ1,2 der Kurve mithilfe von Fourierreihen
dar und verwenden sie die Parseval-Identität(en)

‖f‖2 =
∑
k∈Z

|f̂(k)|2, (f |g) =
∑
k∈Z

f̂(k)ĝ(k).
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Aufgabe 74 (Tutorium)

Sei f ∈ Cper([−π, π],C) mit Fourierkoeffizienten f̂ . Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) f̂(k) = f̂(−k) für alle k ∈ Z.

(b)
̂̃
f(k) = f̂(−k) für alle k ∈ Z, wobei f̃(t) := f(−t).

(c) Ist f reellwertig und gerade, d.h. f(−t) = f(t) für alle t ∈ [−π, π], so sind alle
Fourierkoeffizienten rein reell, ist f reellwertig ungerade, d.h. f(−t) = −f(t) für
alle t ∈ [−π, π], so sind alle Fourierkoeffizienten rein imaginär. Was bedeutet das
für die Sinus-/Cosinus-Koeffizienten von f?

(d) ̂f(· − y)(k) = f̂(k) e−iky für alle y ∈ R, k ∈ Z.

Aufgabe 75 (Tutorium)

Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten der Funktionen fj : (−π, π] → C, j = 1, . . . , 4,
mit

(a) f1(t) =

{
1
2a

für |t| < a,

0 sonst
für ein festes 0 < a < π,

(b) f2(t) = | cos(t)|,

(c) f3(t) = t(π − |t|) und

(d) f4(t) = sin2(t)

für jedes t ∈ (−π, π]. Für welche t ∈ (−π, π] konvergiert die jeweilige Fourier-Reihe? In
welchen t ∈ (−π, π] stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmäßig?

Aufgabe 76 (Tutorium)

Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte mithilfe geeigneter Fourierreihen.

(a)
∑∞

k=1
(−1)k+1

4k2−1

(b)
∑∞

k=1
1
k4

Hinweis: Aufgabe 75 und Parseval-Identität.
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