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13. Ubungsblatt

Aufgabe 72 (Ubung)
(a) Seien f, g € Cper([—m, 7], C) mit Fourierkoeffizienten fund g. Die Faltung von f mit g ist
definiert als
1

(F9)(t) = g [ (2~ )a(s) s

Zeigen Sie, dass [ + g(k) = f(k)g(k) fiir alle k € Z.

(b) Sei f € Cp([=m,7]) = {h € C"([~7,7],C) : f(”)(—ﬂ') = f(”)(ﬂ),n =0,...,m— 1} fir
ein m > 1. Dann gilt

FO (k) = (k)" F(k), ke, (1)

w-0(3)

(c) Zeigen Sie: Sind die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € Cper([—7, ]) absolut summier-
bar, so konvergiert die Fourierreihe gleichméfig gegen f. Folgern Sie, dass die Fourierreihe

einer Funktion in Cpg, fiir m > 2 gleichméBig gegen f konvergiert.

firn=1,...,m, und

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Es gilt nach Definition der Fourierkoeffizienten fiir alle k € Z
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™

=1 2/ flt—s) ()e*iktdsdt

™ J-xJ-m

4 — / f ik(t—s) dtg(S) e—iks ds
™ -7 J—7

—1kt —iks
dtg(s)e " ds
47T2 /—7r /;7r+s
=78 / 70

—1kt dtg( ) —iks ds

/ 71kt dt — o /w9(3> 7ik’8 ds
k)g(k)

_ 1
o
= J(k


http://www.kit.edu
http://www.math.kit.edu/iana/
mailto:peer.kunstmann@kit.edu
mailto:leonid.chaichenets@kit.edu
mailto:johanna.richter@kit.edu
mailto:ried@kit.edu
mailto:tobias.schmid@kit.edu

Hierbei haben wir verwendet, dass die Integrationsreihenfolge vertauscht werden kann,
sowie die Periodizitédt von f, um

T+s . ™ .
/ f@ye *de= [ ft)e *d
—7T+s -

zu folgern.

Wir betrachten zunéchst den Fall £ = 0. Hier gilt nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

- 1 1

FOO) =5 [ 50t = o[£V - £ <o,

da nach Annahme £~ periodisch ist. Fiir k € Z\ {0} gehen wir induktiv vor: fiir n = 1
erhilt man mittels partieller Integration

m . o w d .
= / et o [roe ]~ 1w (dtelkt> dt
=0+ ik‘% i Ft)e ® at = ik f(k).

Hierbei haben wir die Periodizitit von f, f(—n) = f(m), sowie der komplexen Exponenti-
alfunktion, e *™ = €7 verwendet. Der Induktionsschritt folgt nun wieder mit partieller

Integration: sei 2 < n < m, und sei Gleichung erfiillt fiir alle 1 < n’ < n. Dann gilt

. / f=1 ( ‘“) dt

—Oﬂk(/f"W)%%tOWM”VU (ik)" (k).

1

Fow) =5 [ 1=

1

% [f(nfl) (t) 7lk‘t

Per Induktion gilt dann Gleichung fir alle 1 <n < m.
Weiter erhalten wir fiir n =m und k € Z \ {0}

11 C
m) —1kt (m <
%/f a‘wwz/lf(ﬂw_ww

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass f € Cpe.([—, 7]), also f (m) stetig und
damit beschrinkt auf der kompakten Menge [—, 7] ist, insbesondere

—

~ _ fm (k)
WM—‘MW

!k\m

1 ™
— [ @At < sup (@) = C < oo

27 -7 te[—m,m]
Es folgt f(k) = O(|k|™™, falls f € CI2,.

Sei f € Cper([—m, 7]) mit Fourierkoeffizienten f(k), k € Z, und es gelte Y okez 1F (k)| < oc.
Dann konvergiert die Folge der Fourier-Partialsummen

= > flkye™

lk|<N

absolut und gleichm#Big gegen die stetige Grenzfunktion g(t) = Z| Klez f(k) e € Cper([—, 7)),

denn wegen

~

‘f\(k) eikt’ < |f(k)|, firallete [—m, 7],



gilt

~

sup [g(t) —gn(t)] = sup | > f(k)e
te[—m,m] tel=m7] | > N+1
< sup Z |f(k:)|—>0 fir N — oo
tel=m7] | p)> N1
aufgrund der Summierbarkeit von >, |f(k7)\ < 00. Weiter sind die Fourierkoeffizienten
von g gleich der Fourierkoeffizienten von f (denn wegen gleichméBiger Konvergenz kénnen
Limes und Integral vertauscht werden),

~ _i T —ikt T ’\-i N —i(k—j)t
90) = 5 [ s ar= im 3 flig [ e
l7I<N
= lim > f(j)or; = f(k).

N—o0 *
ljI<N

Nach dem Darstellungssatz 23.6 muss dann aber schon f = g gelten (beide Funktionen
sind in Cpe!).

Ist nun f € C7%, fiir ein m > 2, so gilt wegen | f(k)| = O(]k|™™) die Reiher der Fourierko-

per
effizienten absolut summierbar, denn

SIftl < For+ 3 gm = fo ey m <
k=1

kez keZ\{0}

da 32 L fiir s > 1 konvergiert.



Aufgabe 73 (Ubung)

Sei 7 eine einfach geschlossene regulire Kurve in R? mit Linge ¢. Mit A werde die Fliche des
von « eingeschlossenen Gebiets bezeichnet. Zeigen Sie die isoperimetrische Ungleichung

mit Gleichheit genau dann wenn v ein Kreis ist.
Stellen Sie dazu die Komponentenfunktionen 7, o der Kurve mithilfe von Fourierreihen dar und
verwenden sie die Parseval-Identitét(en)

1712 =SS IR (flg) = 3 TR,

kEZ kEZ

LOSUNGSVORSCHLAG

Sei 7 eine einfach geschlossene regulire Kurve in R? mit Parametrisierung ~ : [a,b] — R2,
v € CY([a,b]) mit y(a) = y(b) und |§(¢)| > 0 fiir alle ¢ € [a,b]. In der Vorlesung wurde gezeigt,
dass die Fliache des von v berandeten Gebiets berechnet werden kann iiber

()

Nach eventueller Umparametrisierung kénnen wir annehmen, dass die Kurve nach Bogenlénge
parametrisiert ist, d.h. |¥(¢)| = 1 fiir alle ¢ € [a, b], insbesondere ist dann die Lénge der Kurve

gegeben durch
b
fz/ |¥(t)|dt = b — a.

Bis auf Verschiebung kt')nnen wir daher die Kurve parametrisieren durch ~ : [—%, g] — R? mir
/(1) =1 fiir alle t € [—£, £] und v(—£/2) = 7(¢/2).

Durch Umskalieren kénnen wir das Problem etwas vereinfachen: dazu betrachten wir fiir > 0
die Abbildung Ss5 : R? — R2, Ss(x,y) = (6x,5y). Hat v die Linge ¢, so hat Ss(7y) Linge &/
und die eingeschlossene Fliche ist 62A. Setzen wir also § = 2—” , 80 geniigt es zu zeigen, dass fiir

Kurven mit Lénge ¢ = 27 die Ungleichung

1
A=3

b
5| [ 0n(sials) = (o)) ds

A<

gilt, mit Gleichheit, wenn ~ ein Kreis mit Radius eins ist.
Wir betrachten also eine Kurve parametrisiert durch « : [—7, 7] — R?, mit

Y(@)] = V71(t)2 +792(t)2 =1, fiiralle t¢e [—m, 7.

Insbesondere gilt also auch
| G2+ a0 de = 1. 2)

Da die Kurve geschlossen ist, y(—pi) = v(m), ist v € Che;([—7, 7]) und wir kénnen 1 und 72 in
Fourierreihen entwickeln,

_ Z ag eikzt (3)
= bpe* (4)



mit Fourierkoeffizienten ag, by € C. Da die Funktionen v o reellwertig sind, muss gelten (siehe
auch Aufgabe 74(c))

ap =a_p, bpr=0b_p, keZ.
Weiter ist (siche Aufgabe 72(b))
W)= ikag e, Ah(t) = ikby e,
kEZ keZ
und damit wegen der Parseval-Identitédt und
) I .
=5 [ (M@ +72()%) dt = [In[* + el
= lika)* + > fikbe = >k (Jax|* + [be]?)
keZ keZ kEZ

Mit der zweiten Variante der Parsevalschen Identitiat erhalten wir fiir die Flache

a=3/ " (a()7a(s) — (s (s)) ds

2
Z k (axbr — brag)

kEZ

= |(11s) = (v2l71)]

=T

Mit den einfachen Abschitzungen
|larbr, — bray| < 2|ag||be] < |ag|* + |be|® (6)
und |n| < |n|? erhilt man dann

A< WZk \a@— bkCTk‘ < WZkQ (|ak|2 + ’bk‘Q) =T,
kez keZ

wobei im letzten Schritt Gleichung verwendet wurde.
Um Gleichheit A = 7 zu erreichen, muss wegen |n| < n?, fiir |n| > 2

1(t) =a_1e7 " +ag+aret, yo(t) =b_je 7 + by + by e

gelten. Da 71 2 reellwertig sind, wissen wir auerdem, dass a_1 = @7 und b_; = b;.
Gleichung impliziert nun

2(Jar|* + |b1]?) = 1,

und wegen Gleichheit in @ muss

1
ar] = bn] = 5

sein. Wir schreiben

1 1 .
a1 = iela, und b = ielﬁ.

1 = 2|a1b; — a1b|
muss |sin(a — B)| =1, also a — f = %, k ungerade, gelten.
Insgesamt haben wir also

7 (t) = ap + cos(a +t)
Yo(t) = by £ sin(a + t),

d.h. 7 ist ein Kreis mit Radius 1.
Da fiir einen Kreis mit Radius 1 die Gleichung A = 7 gilt, ist der Beweis damit abgeschlossen.



Aufgabe 74 (Tutorium)

Sei f € Cper([—m, 7], C) mit Fourierkoeffizienten f. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

~

(a) (k) = F(—k) fiir alle k € Z.

~

(b) f(k) = f(—k) fiir alle k € Z, wobei f(t) := f(—t).
(c) Ist f reellwertig und gerade, d.h. f(—t) = f(t) fiir alle t € [—7, 7], so sind alle Fourier-
koeffizienten rein reell, ist f reellwertig ungerade, d.h. f(—t) = —f(¢t) fiir alle t € [—7, 7],

so sind alle Fourierkoeffizienten rein imaginir. Was bedeutet das fiir die Sinus-/Cosinus-
Koeffizienten von f?

o —

(d) f(- —y)(k) = f(k)e ™ fir alle y € R, k € Z.

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Fiir k € Z gilt nach Definition der Fourierkoeffizienten

N T
— 5 [ s e =T
(b) Esist
Fo) =5 [ Foye ae= o [*penear= o [ poetan = fn)

fiir alle k € Z. Dabei wurde die Substitution ¢ — —t im vorletzten Schritt verwendet.

(c) Da f reellwertig ist, folgt aus (a)

—~ ~

Fk) = f(=k) = f(=Fk)
fiir alle k € Z, und damit fiir gerade Funktionen mit (b) und f = f, dass

t f(4) = 5 (70 - 7)) = 52 (709 = ) = 51 (Fwy - T ) =

also f(k) € R fiir alle k € Z. Analog gilt fiir ungerade Funktionen f = —f und damit

~ 1 /7~ = 1/~ ~ 1/~ =
Re f(k) = 5 (Fk) + F(k)) = 5 (F) + Fl=k)) = 5 (f(k) - f(k)>
1/~ —~
= (Fe) = Fw) =o,
also f(k) € iR fiir alle k € Z.
(d) Sei y € R. Dann gilt fiir die verschobene Funktion
e = 5 [ se—peta= g [ e a

_ i Y f(t) e~ ikt 4t o—iky — i " f(t) eIkt qt o—iky _ f(k) e iky
27 —rty 2w ). N

fiir alle k € Z, wobei im vorletzten Schritt die 27-Periodizitéit von f ausgenutzt wurde.



Aufgabe 75 (Tutorium)

Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten der Funktionen f; : (-7, 7] = C, j =1,...,4, mit
L fiir [t| <a
(a) fu(t) =42 g " fiir ein festes 0 < a < T,
0 sonst

(b) fa(t) = | cos(t)],
(c) f3(t) =t(m — [t]) und
(d) fa(t) = sin?(t)

fiir jedes t € (—m, 7. Fiir welche ¢t € (—m, 7] konvergiert die jeweilige Fourier-Reihe? In welchen
t € (—m,m] stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmafig?

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Da f; eine gerade Funktion ist, sind die Sinuskoeffizienten by (f1) = 0 fiir alle £ € N. Fiir

k =0 ist Lo 1 "
ap(f1) = - /Tr cos(0 - t) f1(t)dt =5 1dt =
wahrend fiir k € N
1T _ sin(ak)
ar(f1) = = /Tr cos(k - t) fi(t) / cos(kt)d k: [sm(k’t)]t__m =

gilt.

Da fiir jedes to € (—m, 7| die Grenzwerte

lim fi(t) =: fi(to)+,

t—to+
Jim fi)) = filto)—
h) — /
hl—i>r(r)1+ it )h Alto)t = fi(to)+
h) — — '
hl_i,%l_ Ji(to + )h f1(to) — fl(to)—

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ty nach Abschnitt 23.6 der

Vorlesung gegen / 1(t°)+);(f 1)) pshesondere stellt die Fourier-Reihe fiir jedes t €

(—m, 7]\ {—a,a} die Funktion f; dar, da f; dort stetig ist. Fiir ¢y € {—a,a} gilt
(filto)+) + (filto)—) _ 1

Nh_{noo(SNfl)(to) = > =1

Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichméBig sein, da die Grenzfunktion unstetig
bei —a und a ist.

(b) Da f eine gerade Funktion ist, sind die Sinuskoeffizienten by(f2) = 0 fiir alle k£ € N. Fiir
k=0 ist

L 2 (7 2 ( [2 i
ap(fo2) = 7T/_Trcos(0~t)f2(t)dt—7T/0 | cos(t)|dt = — (/0 cos(t)dt—/g cos(t)dt)

Fiir ag(f2) mit k € N berechnen wir vorbereitend eine Stammfunktion von

/cos(t) cos(kt)dt = sin(t) cos(kt) —i—k/sin(t) sin(kt)dt
————

u’ v



Fir £ =1 ist also

/COSQ(t)dt = sin(¢) cos(t) + / 1 — cos?(t)dt = /COSQ(t)dt = % (t + sin(t) cos(t)) ,

fiir k£ > 1 fithrt eine weitere partielle Integration auf

sin(t) cos(kt) + k /%sin(kt} dt = sin(¢)cos(kt) + k <— cos(t) sin(kt) + k / cos(t) cos(k:t)dt)

u! v

= /cos(t) cos(kt)dt = 1_71]{:2 (sin(t) cos(kt) — k cos(t) sin(kt)) .

Damit folgt dann fiir jedes k > 1

—T

ar(fa) = 71T/7r | cos(t)| cos(kt)d / | cos(t)| cos(kt)dt
2 s
= (/0 cos(t) cos(kt)dt _/2’ cos(t) cos(k:t)dt)

Wl

= 77(13/#) ([Sin(t) cos(kt) — k cos(t) sin(kt)}og — [sin(t) cos(kt) — k cos(t) sin(kt)]%)
= 77(13k:2) (cos (l{:g) + cos <kg)) = 7'('(1ik32) cos (kg)

0 fir k=4m —3
_ m fir kK =4m —2 (m e N).

0 fir k=4m—1

gy firk=4m

Wegen 1 =4 — 3 und

ai(fz) = % (/og cos?(t)dt — [:T cosQ(t)dt>

= % [t + sin(t) Cos(t)]iog — [t + sin(t) cos(t)]iz% =0

gilt die obige Formel fiir alle & € N.

Da fiir jedes ty € (—m, 7| die Grenzwerte

tll){gl+f2(t) = fa(to)+,
tggl_fQ(t) = fo(to)—,
B) —
hl_i)%l_i_ f2(t0+ )h f2(t0)+ —. fé(to)_i_
h _ —
hl—i>%l— Falto + )h falto) = falto)—

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche £y nach Abschnitt 23.6 der Vor-
lesung gegen (fQ(tO)Jr) (2()=) Dy die periodische Fortsetzung von fo, wegen fo(m) =
limyy—rp fo(t) =1, stetlg ist, stellt die Fourier-Reihe fiir jedes t € (—m, 7] die Funktion

fo dar. Wegen
E lax(f2)| < 4 EOO i
- Pt k2

ist fo € 11(Z) und nach Aufgabe 72(c) konvergiert (Sy(f1))nven gleichméfBig.




(c) Da f3 eine ungerade Funktion ist, ist ax(f3) = 0 fiir alle £ € Ny. Fiir £ € N berechnen
wir mit partieller Integration vorbereitend zwei Stammfunktionen

1 1
/ t sin(kt)dt = ktcos(kt)+k/cos(kt)dt
1
= —%t cos(kt) + ﬁ sin(kt),
/ t? sin(kt)dt = —1t2008(kt)+2/ t cos(kt)dt
\U/'/\w_/ k k \v/"\w_z

1 2 2

= —%t2 cos(kt) + ?tsin(kt) ~ 2 /sin(k:t)dt
1, 2 2

= —%t cos(kt) + ﬁtsm(kt) + = cos(kt).

Damit folgt

= l 7rsin :g 7Tsin ™ — = i sin —g 7r2sin
br(f3) = 7r/ (kt) fs(t)dt 77/0 (kt)t( t)dt 2/0 tsin(kt)dt /t (kt)dt

o ™ Jo
1 1 =Toor 2 2 =
= 2 [_kt cos(kt) + e Sln(k‘t)] i - [—th cos(kt) + ﬁt sin(kt) + e cos(k:t)] i
27 2r 41 81— (—1)k
R S L A LT S S TR RY Al G
fiir alle k € N.
Da fiir jedes tg € (—m, 7| die Grenzwerte
Jim fs(t) = fs(to)+,
Jim f3(t) = f3(to)—,
- fa(to +h) — fa(to)+ /
1 =: t
hif})l-i- h Ja(to)+
- fa(to — h) — f3(to)— /
1 =: t
Hs0— h Ja(to)+

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche £y nach Abschnitt 23.6 der Vor-
lesung gegen (f3(t°)+);r(f3(t°)7). Da die periodische Fortsetzung von f3, wegen f3(w) =
limy_,_ -1 f3(t) = 0, stetig ist, stellt die Fourier-Reihe fiir jedes t € (—m, 7| die Funktion

f3 dar. Wegen
8 = 1
Z|ak fl < ;ng
k=1

ist fs € 11(Z) und nach Aufgabe 72(c) konvergiert (Sy(f3))nen gleichmifBig.

(d) Es gilt

1 1 1 1 11 1 1
S0y L2 L in2(f) — & oain2 L eac2(F)) — & 28 —ain2(4)) — - *
sin”(t) = 5 Sin (t)+2 sin”(¢) 5 Sin (t)+2(1 cos”(t)) 5 2((:05 (t)—sin“(t)) 55 cos(2t)
fiir alle t € R. Da Fourier-Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, folgt durch Koeffizien-
tenvergleich, dass by(f1) = 0 fiir alle k € N, ag(f1) = 1, a1(f1) = 0, az(fs) = —3, sowie
ar(f1) = 0 fiir alle k& > 2.

Da in diesem Fall die Fourier-Reihe eine endliche Summe ist, konvergiert sie iiberall
(gleichméBig) gegen fjy.



Aufgabe 76 (Tutorium)
Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte mithilfe geeigneter Fourierreihen.
0o —1)k+1
(a) D=y %
(b) il

HiNwEIS: Aufgabe 75 und Parseval-Identitét.

LOSUNGSVORSCHLAG

(a) Nach Aufgabe 70(b) gilt

| cos(t)| = a(/2) + Zak(fg) cos(kt) =

2
k=1 k=1

SRR
+
SRS
(]
T
—
S~—
e
Jr
—
@)
o
BN
©
>
o

(b) Nach Abschnitt 23.6 der Vorlesung (Beispiel 2) lauten die Fourier-Koeffizienten der Funk-
tion f: (—m, 7] — C, definiert durch f(t) = t* gerade

7.[.2 R (_1)k

f0) =5, flkh) =25

fiir alle k € Z. Nach der Parsevalschen Gleichung (vgl. Abschnitt 23.7 Satz 2) der Vorle-

sung gilt R
A1 = IF k).

kEZ

Einsetzen von .

1 ™
2 4
=— [ t*dt=—

—Tr

sowie der obigen Fourier-Koeffizienten liefert

rt 1 |
k=1 k=—o00
4 o0
T 1
=5 TS
k=1
wodurch sich durch Auflosen
o 4
> =%
=
— k 90

ergibt.
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