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Aufgabe 32:
(a) Seien &, 7 € R3. Es gilt:
(TF|2) = (& x §]7) = det(&, 7, 2) = — det (2,9, %) = —(Z x §|T) = (¥] — T?) = (Z|T*?)

Also ist Tt = —T.

(b) Nach der Vorlesung gilt fiir alle ¥ € R3
0=T7% =2 x § < 2,y linear abhéngig,

also ist Kern(T') = lin({¢}).

(c) Nach der Vorlesung gilt Bild(7T") = Kern(7T*)*. Mit (a) und (b) folgt

Bild(T) = Kern(7)* = lin({y})" = {# € R*: (2]7) =0} .

Aufgabe 33:

(a) Seien

as
Wir rechnen ,,zu Fu3“ nach:

. aq b1 C1 al b203 — b302
a x (b X E) = ao X b2 X Co as X bgCl — b163
as b3 C3 as b102 — bQCl

az(bicy — bacr) — as(bser — bics) bi(azca + azcs) — c1(agba + asbs)
= | as(bacs — bzcg) —ai(bica — bacy) | = | ba(arcr + bges) — ca(arby + asbs)
(

ay by c1
a= a9 b= bz s cC= C2
b3

bs(aici + azca) — c3(arbr + azba)

(
(
aq 5301 — b163 — a2(5263 — b302)
(
(
(

)
)
( )
b1 (GQCQ + a303) — c1(agby + CL3b3) aibicy aibicy
= | ba(aic1 + bacg) — ca(arby + asbs) | + | agbaca | — | a2baca
( ) )

bs(aici + agce) — c3(a1br + agzbs asbscs asbzcs
bl C1 . .
= (aic1 +agez +azes) | ba | — (a1by + agba + agbs) | c2 | = b(d,c) — &(a, b)
b3 C3
O
(b) Die Aussage folgt direkt aus (a):
@x (Bx &) +bx (Ex @) +&x (@xb) Y bla, e — @, b) + b, @) — alb, &)+ ale, by —bé, @) = 0

O
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(c) Es gilt:

Aufgabe 34:
(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom. Fiir alle A € C gilt:

3—-A 3 -1 j+
xXa(A) = det(A—A3)=| 1 1-Xx 1

—2 -3 2-]
4—X 4-X 0 11 0 (-1) 12
O N BT Y S S I
2 -3 2-2) —2 -3 2-2A n
1 1 0 o
= 4-N[0 —x 1 fﬁtw'zsna;h — )‘ L 9 A‘ =(@4-NO=22+1)
0 —1 2—) TP T

— (d-NA-1)

Die Nullstellen sind also Ay = 1 mit Vielfachheit 2 und Ay = 4 mit Vielfachheit 1. Nach der
Vorlesung sind A\; und Ay genau die Eigenwerte von A mit den algebraischen Vielfachheiten
me(1l) = 2 und my(4) = 1.

(b) Nach der Vorlesung ist fiir jeden Eigenwert A von A der Eigenraum E4()\) gegeben durch
E4(X) = Kern(A — \3).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gaufl und des (—1)-Erginzungs-

tricks:
o Fa(1):
23—1j+ 0 3 -3 |3 01—12
1 0 1 -(—2)-2~101] ~11 0 1
-2 =3 1 <—j+ 0 -3 3 + 00 0
10 1
~ 10 1 -1
00 O
Also ist
-1
Es(l) =1lin 1
1
und mgy(1) = dim(E4(1)) = 1.
o F4(4):
-1 3 -1 j+ 0 0 0 1 -3 1
1 -3 1 2 ~11 =3 1 ~10 1 0
-2 -3 -2 Q+ 0 -9 0/ | -—% 0 0 0

9
Also ist
1
E4(4) =lin 0

und my(4) = dim(E4(4)) = 1.



(c) Wegen my(1) =1 < 2 = mq(1), ist A nach der Vorlesung nicht diagonalisierbar. Aber A
hat eine s.g. Jordan-Normalform. D.h. es ex. eine regulire Matrix S € C3 mit

STIAS =J =

)

S O =
o = O

0
*
1

wobei * € {0,1}. Da A und J #hnlich sind und A nicht diagonalisierbar ist, kann J nicht
diagonalisierbar sein. Also ist * = 1.

Denken wir uns S als Matrix der Spaltenvektoren

geschrieben. Es gilt
STAS = J = AS = SJ = A Sé&; = SJ¢; Vi e {1,2,3},
—~

also As) = 451, ASy = §y und AS3 = Sy + 53. Also ist §1 € Ea(4), So € E4(1) und
(A — I3)53 = §5. Wir wihlen

oy
I
)

o
I
—

—

und losen das lineare Gleichungssystem (A — I3)383 = 5o:

2 3 -1 -1 + 0 3 -3 -3 |3 10 1
1 0 1 1 j-(—z) 2 ~(1 0 1 1 ] Qj ~l0 1 -1
-2 =3 1 1 Q‘F 0 -3 3 3 + 0 0 O

Ablesen liefert, dass

1 1
M = 1) +pl-1]:peC
0 -1
die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist. Mit p = —1 l&sst sich
0
S53=10
1
wéahlen. Es ist dann
1 =10
S=(0 1 0
-1 1 1

Aufgabe 35:

Nach der Vorlesung, édndert sich der Wert der Determinante nicht, wenn man zu einer Spalte
ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddiert. Da nach der Vorlesung das Transponieren den
Wert der Determinante ebenfalls nicht &ndert, gilt die gleiche Regel fiir Zeilenumformungen.

-1



Es folgt:

11 1 1 1 (=1) 7-(=1) 7-(=1) 7:(=1)
1 2 3 4 5 J+
det(A) = |1 3 6 10 15 +

1 4 10 20 35| « +
1 5 15 35 70| « +
11 1 1 1
01 2 3 4 (=2) 7(=3) 7(—4)

= 0 2 5 9 14 J+
0 3 9 19 34 +
0 4 14 34 69 +
111 1 1
012 3 4

= 001 3 6 (=3) 7:(=6)
0 0 3 10 22 J+
0 0 6 22 53 +
1111 1 11111
012 3 4 01 2 3 4

= [0 01 3 6 =0 0 1 3 6
0 0 0 1 4 (—4) 00 01 4
0 0 0 4 17 J+ 00 0 01

Nach der Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix gleich dem Pro-
dukt der Diagonalelemente. Also ist det(A4) = 1.
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MHML-MWY WA kD
W= b k(& -)™'C)
fry i (A-BD710) = dubA - MBDc Ay A =l BOD"™= b~ BC kD7

D= co—anc ¢p!

AW D( A~ Mcawo**) < dul AdutD = dob BC b D kD™= ffd-B0)
G 4, 3
) (! J“‘M@ ) A ])

M<b q)*—d“NMJ -HAIB) = duk (. t49)
b B )= g (1, - B~ b, 4)
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