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Aufgabe 32:

(a) Seien �x, �z ∈ R3. Es gilt:

(T�x|�z) = (�x× �y|�z) = det(�x, �y, �z) = − det(�z, �y, �x) = −(�z × �y|�x) = (�x| − T�z) = (�x|T t�z)

Also ist T t = −T .

(b) Nach der Vorlesung gilt für alle �x ∈ R3

0 = T�x = �x× �y ⇔ �x, �y linear abhängig,

also ist Kern(T ) = lin({�y}).

(c) Nach der Vorlesung gilt Bild(T ) = Kern(T t)⊥. Mit (a) und (b) folgt

Bild(T ) = Kern(T )⊥ = lin({�y})⊥ =
{
�x ∈ R3 : (�x|�y) = 0

}
.

Aufgabe 33:

(a) Seien

�a =



a1
a2
a3


 , �b =



b1
b2
b3


 , �c =



c1
c2
c3


 .

Wir rechnen
”
zu Fuß“ nach:

�a× (�b× �c) =



a1
a2
a3


×





b1
b2
b3


×



c1
c2
c3




 =



a1
a2
a3


×



b2c3 − b3c2
b3c1 − b1c3
b1c2 − b2c1




=



a2(b1c2 − b2c1)− a3(b3c1 − b1c3)
a3(b2c3 − b3c2)− a1(b1c2 − b2c1)
a1(b3c1 − b1c3)− a2(b2c3 − b3c2)


 =



b1(a2c2 + a3c3)− c1(a2b2 + a3b3)
b2(a1c1 + b3c3)− c2(a1b1 + a3b3)
b3(a1c1 + a2c2)− c3(a1b1 + a2b2)




=



b1(a2c2 + a3c3)− c1(a2b2 + a3b3)
b2(a1c1 + b3c3)− c2(a1b1 + a3b3)
b3(a1c1 + a2c2)− c3(a1b1 + a2b2)


+



a1b1c1
a2b2c2
a3b3c3


−



a1b1c1
a2b2c2
a3b3c3




= (a1c1 + a2c2 + a3c3)



b1
b2
b3


− (a1b1 + a2b2 + a3b3)



c1
c2
c3


 = �b〈�a,�c〉 − �c〈�a,�b〉

�

(b) Die Aussage folgt direkt aus (a):

�a× (�b×�c)+�b× (�c×�a)+�c× (�a×�b)
(a)
= �b〈�a,�c〉−�c〈�a,�b〉+�c〈�b,�a〉−�a〈�b,�c〉+�a〈�c,�b〉−�b〈�c,�a〉 = 0

�
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(c) Es gilt: 〈
�a×�b,�c× �d

〉
= det(�a,�b,�c× �d) = det(�b,�c× �d,�a) = 〈�b× (�c× �d),�a〉

Mit der Graßmann-Identität aus (a) folgt:
〈
�a×�b,�c× �d

〉
= 〈�b× (�c× �d),�a〉 = 〈�c〈�b, �d〉 − �d〈�b,�c〉,�a〉 = 〈�a,�c〉〈�b, �d〉 − 〈�a, �d〉〈�b,�c〉

�

Aufgabe 34:

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom. Für alle λ ∈ C gilt:

χA(λ) = det(A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣

3− λ 3 −1
1 1− λ 1
−2 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣

←−+

=

∣∣∣∣∣∣

4− λ 4− λ 0
1 1− λ 1
−2 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣
(D2)
= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 1− λ 1
−2 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣
←−

·(−1)

+

←−−−−−−

·2

+

= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
0 −λ 1
0 −1 2− λ

∣∣∣∣∣∣
Entw. nach

=
1-ter Spalte

(4− λ)

∣∣∣∣
−λ 1
−1 2− λ

∣∣∣∣ = (4− λ)(λ2 − 2λ+ 1)

= (4− λ)(λ− 1)2

Die Nullstellen sind also λ1 = 1 mit Vielfachheit 2 und λ2 = 4 mit Vielfachheit 1. Nach der
Vorlesung sind λ1 und λ2 genau die Eigenwerte von A mit den algebraischen Vielfachheiten
ma(1) = 2 und ma(4) = 1.

(b) Nach der Vorlesung ist für jeden Eigenwert λ von A der Eigenraum EA(λ) gegeben durch

EA(λ) = Kern(A− λI3).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gauß und des (−1)-Ergänzungs-
tricks:

• EA(1):



2 3 −1
1 0 1
−2 −3 1




←−
·(−2)

+

←−−−−−−
·2
+

∼



0 3 −3
1 0 1
0 −3 3




←−+

| · 1
3

∼



0 1 −1
1 0 1
0 0 0




←−
←−

∼



1 0 1
0 1 −1
0 0 0




Also ist

EA(1) = lin







−1
1
1







und mg(1) = dim(EA(1)) = 1.

• EA(4):


−1 3 −1
1 −3 1
−2 −3 −2




←−+

←−−−−
·2
+

∼



0 0 0
1 −3 1
0 −9 0




| · −1
9

←−−−−−−

←−
∼



1 −3 1
0 1 0
0 0 0




Also ist

EA(4) = lin








1
0
−1







und mg(4) = dim(EA(4)) = 1.



(c) Wegen mg(1) = 1 < 2 = ma(1), ist A nach der Vorlesung nicht diagonalisierbar. Aber A
hat eine s.g. Jordan-Normalform. D.h. es ex. eine reguläre Matrix S ∈ C3 mit

S−1AS = J =



4 0 0
0 1 ∗
0 0 1


 ,

wobei ∗ ∈ {0, 1}. Da A und J ähnlich sind und A nicht diagonalisierbar ist, kann J nicht
diagonalisierbar sein. Also ist ∗ = 1.

Denken wir uns S als Matrix der Spaltenvektoren

S = (�s1, �s2, �s3)

geschrieben. Es gilt

S−1AS = J ⇒ AS = SJ ⇒ A S�ei︸︷︷︸
=�si

= SJ�ei ∀i ∈ {1, 2, 3} ,

also A�s1 = 4�s1, A�s2 = �s2 und A�s3 = �s2 + �s3. Also ist �s1 ∈ EA(4), �s2 ∈ EA(1) und
(A− I3)�s3 = �s2. Wir wählen

�s1 =




1
0
−1


 , �s2 =



−1
1
1




und lösen das lineare Gleichungssystem (A− I3)�s3 = �s2:




2 3 −1 −1
1 0 1 1
−2 −3 1 1




←−
·(−2)

+

←−−−−−−
·2
+

∼



0 3 −3 −3
1 0 1 1
0 −3 3 3




←−+

| · 1
3 ←−

←−−−−− ←−
←−−−−−−−

∼



1 0 1 1
0 1 −1 −1
0 0 0 0




Ablesen liefert, dass

M =








1
−1
0


+ µ




1
−1
−1


 : µ ∈ C





die Lösungsmenge des obigen Gleichungssystems ist. Mit µ = −1 lässt sich

�s3 =



0
0
1




wählen. Es ist dann

S =




1 −1 0
0 1 0
−1 1 1


 .

Aufgabe 35:
Nach der Vorlesung, ändert sich der Wert der Determinante nicht, wenn man zu einer Spalte
ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddiert. Da nach der Vorlesung das Transponieren den
Wert der Determinante ebenfalls nicht ändert, gilt die gleiche Regel für Zeilenumformungen.



Es folgt:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

←−
·(−1)

+

←−−−−−−

·(−1)

+

←−−−−−−−−−−−

·(−1)

+

←−−−−−−−−−−−−−−−−

·(−1)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 2 5 9 14
0 3 9 19 34
0 4 14 34 69

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

←−
·(−2)

+

←−−−−−−

·(−3)

+

←−−−−−−−−−−−

·(−4)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 3 10 22
0 0 6 22 53

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←−

·(−3)

+

←−−−−−−

·(−6)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 4 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ←−
·(−4)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Nach der Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix gleich dem Pro-
dukt der Diagonalelemente. Also ist det(A) = 1.
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