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7. Ubungsblatt

Aufgabe 38:
Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U C R?, die Orthogonalprojektion Pz von x auf U,
sowie den Abstand d(x,U) = minyey ||z — y| fiir

(a) U = lin(vy, v2,v3) und

1 2 0 1
1 0 0 2
vi=|0], wv=]|1|, vs=1[|1], =13 bzw.
1 1 1 4
0 0 0 5
(b) U = lin(v1, ve, v3,v4) und

2 2 1 7 1
0 1 -3 -1 1
vp=|-11, wvou=|-3|, vs=1]|41], wu=\|-3]|, xz=]2
2 1 1 5 3
0 -1 2 0 2

Aufgabe 39:
Es sei V. = P[—1,1] der Vektorraum der reellen Polynomfunktionen auf [a,b] und p; € V
definiert durch

pm(z) = 2™

fir alle m € Ng und « € [—1,1] (Monome). Ferner seien die Skalarprodukte (-,-); bzw. (-, ),

durch
1

1
(a) (»a)y :/1 %dy bzw.  (b) <p7q>2=/1p(y)Q(y)dy

fir alle p,q € V erklart. Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren beziiglich des Skalar-
produktes (-, -); bzw (-,-), auf po, p1, p2, p3 an.

Bemerkung: Sie erhalten die s.g. Tschebyschow-Polynome bei (a) und (bis auf Normierung) die
s.g. Legendre-Polynome bei (b).

Aufgabe 40:

Betrachten Sie die Matrix
2 1 -1 -2

4 -7 =2 2
-4 10 5 =2
6 —-12 0 9

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte A von B und ihre algebraischen Vielfachheiten mg(\). (Die
algebraische Vielfachheit ist die grofte Potenz k mit der der Eigenwert A\g als Factor (A—Xg)*

im charakteristischen Polynom vorkommt.)
— Bitte wenden! —
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(b) Bestimmen Sie fiir alle Eigenwerte A ihre geometrische Vielfachheit mgy()), sowie den zu-
gehorigen Eigenraum Ep(\). (Die geometrische Vielfachheit ist die Dimension des zum
Eigenwert gehorenden Eigenraumes Kern(B — AI).)

(c) Ist B diagonalisierbar? Geben Sie ggf. eine invertierbare Matrix S an, mit der S~'BS
Diagonalgestalt hat.

Aufgabe 41:
Sein € Nund A € K™ mit
(x,Az) =0

fiir alle € K™. Hier ist (-,-) das Standardskalarprodukt auf K".
(a) Zeigen Sie, dass falls K = C ist, bereits A = 0 sein muss.

(b) Ist die Aussage auch fiir K = R richtig?

Aufgabe 42:
Betrachten Sie )
2 0 751
A=|0 2 -3
B 9
V2 V2

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A und geben Sie eine orthogonale Matrix S an, so dass
S~1AS Diagonalgestalt hat.

(b) Bestimmen Sie eine Matrix W € R3%3 derart, dass W2 = A gilt.

Aufgabe 43:
Betrachten Sie
3 1 -1 1
1 3 1 -1
B= -1 1 3 1
1 -1 1 3

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und geben Sie eine orthogonale Matrix 7" an, so dass
T~ BT Diagonalgestalt hat.

(b) Berechnen Sie B* fiir alle k € N.

Aufgabe 44:
Sei o € R. Untersuchen Sie die Matrix
1 -2 0
Ao=1-2 8 «
0 a 1

auf Definitheit. Hierbei heifit eine Matrix (oder lineare Abbildung) A positiv semi-definit falls
(x,Ax) > 0 is fiir alle x € V und positiv definit, falls (x, Ax) > 0 is fiir alle z € V' \ 0. Analog
fiir negativ definit.

Hinweis: In der grofien Saaliibung werden voraussichtlich die Aufgaben 41, 42, 43 und 44
besprochen. Die restlichen Aufgaben werden in den Tutorien behandelt.
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