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Aufgabe 45:

(a) (i) Sei & € UjerA;. Dann existiert ein k € I mit & € Aj;. Da Ay offen ist, existiert ein
r >0 mit K (Zp,r) C Ay C UjerA;. Da & € UjerA; beliebig war, ist UjcrA; offen.
O
(ii) Zu zeigen ist, dass (AU B)¢ = A°N B¢ offen ist. Sei dazu & € A°N B¢ beliebig. Dann
ist £ € A° und £ € B¢ Da A° und B¢ offen sind, existieren r1,ro > 0 derart, dass
K(Z,r1) C A° und K(&,re) C B€. Setze r :== min {r1,r2} > 0. Dann gilt

K(f{),?’) g K(fo,rl) g Ac und K(f@,?’) g K(fo,T’g) g BC.

Also ist K (Zp,r) C A°N B¢ = (AU B)“.
U
(iii) Esist A\ B = AN B¢ = (A°U B)°. Nach Voraussetzung ist A° und B abgeschlossen.

Nach Aufgabenteil (ii), ist also A°U B abgeschlossen. Damit ist (A°UB)¢ = AN B¢ =
A\ B offen.

(b) (i) Sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 2 + 5y? fiir alle (z,y) € R%. Dann ist f
stetig auf R? und es gilt

M, = {(iU,y) eR’:0< f(x7y) < 1} = fﬁl((oﬂ 1))

Nach Abschnitt 19.3 der Vorlesung, ist also M als stetiges Urbild einer offenen Menge
wieder offen.

Betrachte (Z)gen = (55, 0))ken- Dannist (55, 0) € M fiir alle k € N, aber limy_,o & =
0 ¢ M. Also ist M; nicht abgeschlossen, nach der Charakterisierung abgeschlossener
Mengen aus dem Abschnitt 19.2 der Vorlesung.

(ii) Seien A = {(z,y) € R*: (#* +y* —2zy > 3) A (y > )} und B = {(0,0)}. Dann ist
My = AU B. Aus der Vorlesung bekannt ist, dass endliche Mengen abgeschlossen
sind. Wir zeigen, dass A abgeschlossen ist. Dann ist nach Aufgabenteil (a)(ii) auch
M5 abgeschlossen:

Sei dazu (g, yx)ken eine gegen (zo, o) € R? konvergente Folge mit (zx,yx) € A fiir
alle £ € N. D.h., fiir jedes k € N ist :n% + y,% — 2xryr > 3 und yi > xp. Wegen der
Monotonie der Grenzwerte folgt damit aber auch, dass limy_,s x% + y,% — 2xRYE =
x% + yg —2xoyo > 3 und limg oo Y = Yo > o = limg_oo 2. Also in der Tat
(z0,y0) € A.

Es ist 7} 1= (%,O) € (AU B)¢ = M;j fiir alle k € N. Ferner ist limy_, o & = 0. Aber,
wegen 0 € My, ist 0 ¢ Mg. Damit ist M nicht abgeschlossen und per Definition Mo
nicht offen.

Aufgabe 46:
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(a) Klar: f ist stetig in jedem (z9,y0) € R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen.

Sei (2, yk)ken € (R*)N mit limg_so(2k, yx) — (0,0) und (zx,yx) # (0,0) fiir alle k € N
beliebig. Dann gilt

A -G -Mittel 22 + y? Y|
2(3:% + y;%) 2

2
TEYL
SRR

Ty + Y

|f(2r, ye)| =

fiir & — oo. Damit ist f stetig in (0,0).

b) Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn (-, £) — (0,0) fiir & — oo, aber
k20 k

11 L 1
QQWk):1k4 =5 7 0=900

fir £ — oo.
Sei ¢ € R beliebig. Angenommen, cos(¢) = 0. Dann ist sin(yp) # 0 und

73 cos(¢p) sin?(¢)

7 si - —0—0=g(0,0
olrcos(i).rsin(i)) = =PI (0,0
fiir  — 0+. Ist cos(y) # 0, so ist trotzdem
3 L2 2
gl cos(p).rin()) = 5 AEILL)____CMDIMAL) 0,0

 r2cos2(p) + rtsin?(p) cos2(p) 4 12 sin(y)
fiir » — 0+.

(c) Die Funktion h ist unstetig in (0,0), denn (3, £) — (0,0) fiir & — oo, aber

h(11>—;4—1ﬁ0—hm@
k' k 1?14 ’
flir £ — oo.
Sei x # 0. Dann gilt
z29? 0
h xT, = — = O
V) = =y " 05 @ =0
0
>

firy — 0.Ist z = 0, soist h(z,y) = 0 — 0 fiir y — 0. Also gilt in der Tat lim,_, limy_,o h(z,y) =
h(0,0) = 0. Wegen h(z,y) = h(y,z) fir alle z,y € R gilt auch limy_,olim,_,o h(z,y) =
h(0,0) = 0.

Aufgabe 47:
Es gilt
— sin(¢)

i(0) = | cos(t) bm.|Mw:%W@H#@+$:w+;¢o

s

fiir alle t € [0, 27]. Deshalb ist 7 reguldr. Ferner gilt:

vt = [ i) lds =1+ S



fiir alle t € [0, 27]. Es ist also L(y) = ¥(27) = 2v/ 7% + 4. Die Parameterisierung nach Weglinge
von 7 ist durch

_ s
Yo 1(5):’Y<m3): sin( 417723)

4+71'2$
fiir alle s € [0,2v72 + 4] gegeben.
Aufgabe 48:
Es gilt
1
vi-t? 1 t2 1
=1 1 bzw. 1=\ = +1+7—z = V2
i=| 1 v 0= 1 e = VI
V12

fiir alle ¢t € (—1,1). Deshalb ist n reguldr. Ferner gilt:

P(t) == / 17(s)|| ds = v/2 (arcsin(t) — arcsin(—1)) = V2 (arcsin(t) + g)

fiir alle t € [—1,1]. Es ist also L(n) = 1 (1) = v/27. Die Umkehrfunktion ¢y~ : [0, v/27] ist durch

¢! (s) = sin (\ji_;r) ~ cos <\;§>

fiir alle s € [0,v/27] gegeben. Die Parameterisierung nach Weglinge von 7 ist dann durch

et (o))
n ()

fiir alle s € [0, /2] gegeben.

Aufgabe 49:

(a) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

of

%(x,y,z) = (14 zy*z )y223exy 2 ,2ze¥ 4 cos(x))
) = QL )

a x z

U leyz) = G221+ a5 0)

fiir alle (x,y,z) € R3.

(b) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

%(:c, y) = (ye® +sinh(y),6xsin(y), —3372)
gf(x, y) = (&% + xcosh(y),4y> + 322 cos(y), 4)
)

fiir alle (x,y) € R2.



(¢) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

gﬁ(r, ©,¥) = (cos(p) cos(?),sin(p) cos(?), sin(?))
SZ(T, ©,9) = (=rsin(p) cos(?),r cos(p) cos(?), rsin(P))
oh

8—19(7",%19) = (—rcos(p)sin(d¥), —rsin(p) sin(?), r cos(¥))

fiir alle (r,p,9) € (0,00) x (—m,7) x (=5, %).

vl

Aufgabe 50:

(a) Klar: f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (z,y) # (0,0). Ferner gilt

y? — 22

x2 + y?

y2+$2_

v "
2y

x2 + 12

= |yl

<y

fiir alle (z,y) # (0,0). Deshalb gilt in der Tat lim(, ,)(0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0). Also ist f
stetig auf R2.

(b) Fiir (x,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

g(:p y) = y—2x(m2 +9?) — (v — 2?22 _ 4y
ox "’ (22 + y?)2 (22 4 y2)?
bzw. 2 2Y( .2 2 3 2 4 2,2 4
OF gy = BV = 2@ +y7) = —ay)2y g +daty” —
ay Y (22 + y?)? (22 + y?)?

Im Punkt (0,0) gilt hingegen

h.0) — _
g(0,0) = lim f(1,0) = 7(0,0) = lim -0 _ 0
ox h—0 h h—0
bzw. s
Oy (0,0) B h S0 h
(c) Betrachte (zy,yx) := (3, %) — (0,0) fiir kK — oco. Es ist
of 42 of
Bp (Tl Ure) FES 7 0=--(0,0)
Also ist % unstetig bei (0, 0).
Betrachte (zy,yx) = (3,0) — (0,0) fiir kK — oco. Es ist
of il of
—(xg,yx) = —5 =—-1/A1=-=(0,0).
Also ist auch %7]; unstetig bei (0,0).
(d) Sei ¥ = (vg,vy) € R?\ {0}. Nach Definition gilt:
F(t0) = £((0,0) _ . £(vy —vivy) vy —viuy

D, f(0,0) = lim ; R ) e




Ferner ist (V£)(0,0) - ¥ = v,. Also gilt:

af Lo v vy
—=(0,0) = 0,0)-7 & —FH—— =
8'[7( Y ) (vf)( 9 ) v 'U%"‘UZ% 'Uy
= vz—vgvy:vgvy—l—vg
< vgvy:O
& v, =0Vu,=0
(e) Es gilt
tv) — g((0,0 t* (a0 0, v,=0
Duf(0,0) = lim 949 = 9((0.0) —lim 55— 2( z §)4 {5
t—0 t t=0 tovz + t7v, oL vy # 0
Aufgabe 51:
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