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Aufgabe 64:
Wir berechnen vorbereitend fiir alle (z,y) € R?:
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(a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes aus der Vorlesung sicher. Es ist in der
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Also ist f’ (0, %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuchten

offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion f~':V — U

(e R) s () =[] - (5 )

3 3
(b) Es gilt nach obiger Rechnung

sin?(y)e”

det(f/ () = 1%

+ €%(2 + arctan(z)) cos?(y)

fiir alle (z,y) € R% Wegen sin(y) = 0 < y € 7Z und cos(y) = 0 < y € 7(3 + Z)
werden die sin? bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(z,y)) > 0
fiir alle (z,y) € R%. Damit ist der Umkehrsatz iiberall anwendbar, d.h. f ist iiberall lokal
invertierbar.

Wegen

seean) = (BT ) = (PR = e

fiir alle (z,y) € R? ist f nicht injektiv.
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Aufgabe 65:

(a)

Klar: F € C1(R?). Ferner gilt F(0,0, —2) = (—2)3 4+ 2(—2)? = 0, sowie

Flay2) = (F@y) E@ys) E@y)
= (—3yz—|—3x —3xz — 3y® 322 +4z—3a:y)

fir alle (x,y,2) € R3. Insbesondere ist %—5(0,0,—2) = 3(-2)? + 4(-2) = 4 # 0. Nach
dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, existieren U, V und ¢ mit den geforderten
Eigenschaften. Fiir die Ableitung ¢’ gilt

-1
¢(zy) = - (ii(m,y, w(x,y))) Fem (2,9, o(z,y))
1
T 302z, y) + de(z,y) — 3ay (=3yp(z,y) + 322 —3zp(z,y) — 3y

fir alle (z,y) € U.
Definiere G : R* — R2 durch

2,2 .2 2
B Ty —u+v
G(.ZL‘, Y, u, U) - <$2 + 23/2 o 3U2 + 4,02 _ 1)
fiir alle (z,y,u,v) € R*. Die Aufgabe besteht offenbar darin, die Gleichung G(z,y, u,v) = 0
in der Nidhe des Punktes (x,y,u,v) = (0,0, 1,1) nach (u,v) aufzulésen.
Klar: G € C1(R?). Ferner gilt

_ 02402 — (1)2 + (1) _(°
G(0,0,1,1) = <02+2_02_3,(1)2+4.(1)2> - <0>7

sowie
G'(z,y,u,v) = a‘%l (@,y,u,0) 832/1 (@, y,u,v) aacil (. y,u,v) %(%Z/auvv)
R 85502 (7, y,u,v) (x Y, U, V) 88%2 (x,y,u,v) 86%2 (2,9, u,v)

B 2¢ 2y —2u 2v
 \2z 4y —6u Sv
fiir alle (x,y,u,v) € R Versuche die (2 x 2)-Matrix 8( )(O 0,1,1) zu invertieren:
0G -2 2 10 (=3) -2 2 1 0 +
(3(u,v)<0’0’1’1)|12> - (—6 8 0 1) e ’”<o 2 -3 1) j(71)
-2 0 4 -1\ [-(-3) 10 -2
o 2 -3 1)) T\o1 -3
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Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen existiert eine offene Menge (0,0) € U C
R?, eine offene Menge (1,1) € V C R?, sowie ein ¢ € C*(U, V) mit

G(xvyaua U) =0« (U)U) = (wl(x)y)a 902(:1:73/))
fiir alle (z,y) € U und alle (u,v) € V. Fiir die Ableitung ¢ gilt
oG -t oF
, - — —_— .
¢ o) == (s @el@n)) o elan)
fiir alle (x,y) € U. Insbesondere gilt fiir ( = (0,0)

r,y)
0= (3690

Damit ist «/(0,0) = (0,0) = (0, 0).
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Aufgabe 67:

(a)

Klar: F € CY(D). Ferner gilt

1 1 1 1 1
F{—,0,1) = ———+1 —+0+1-1)=-—-—=-=0
<\/é’ ’) 1+0+1+Og<\/é+ * > 2 2 7

sowie
/ OF OF OF
F(‘Tayvz) = (83} (x,y,z) Dy (.’E,y,Z) 02 ($7y72)>
_ 1 o 1 4 1 o 1 + 1
- zty+z—1 (1+y+2)? r+y+z—1 (1+y+2)? ty+z—1

fiir alle (z,y, 2) € D. Insbesondere ist

OF (1 1 1 1
—(—=,0,1) = — = ——#0.
0z <\/E ) (1+0+1)2+ﬁ+0+1—1 ve 17

Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, existieren U, V und ¢ mit den gefor-
derten Eigenschaften.

d

Fiir die Ableitung ¢’ gilt

OF -t o9F
/ — (2% 9 —_ (= el
¥ (xay) - <8x(x7y) oy (Cﬂ,y>) <8Z (377?4790(%?9))) 8(x,y) (x;y7(,0($7y))
1 1 1 1
- 1 1 <x+y+<p(x7y)—1 T ) i x+y+<p(x,y)—1)

(IHy+e(ey)?  ztytelzy)—1
I —T
= (z+y+w(z,y)*171 )

(I+y+e(z,y))2

fiir alle (z,y) € U. Wihle € > 0 so klein, dass

1 1
<\/E_67\/E+6> X (—€,+6) =: U1 X U2 C U
dies funktioniert, weil U offen ist und (—2=,0) € U). Nach dem Hauptsatz der Analysis
/e
gilt fiir jedes « € Uy und alle y € Us

o(@,y) = o(z,0) + /0 ' g;w, )t = o(,0) — y

Setze ¢1(z) := ¢(x,0) fiir alle x € Uy. Klar: @1 € CY(U7) und ¢(z,y) = ¢1(z) — y fiir alle
x € Uy und alle y € Us. Bleibt nachzuweisen, dass 1 streng monoton fallend ist. Betrachte
dazu

Oy 1 1

/ _ —
¢1(z) = O (z,0) = o+0+p(z,0)—1 _ 4 T oztei(z)=l 1
(1+0+¢(,0))? (1+¢1(2))2

fiir alle x € U;. Insbesondere ist, wegen ¢ (ﬁ) =@ (ﬁ,O) =1, fir z = ist
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Das Vorzeichen des Nenners ist wegen 1 < /e bzw. 4%/5 < i negativ. Damit ist ¢’ (ﬁ) < 0.

Da ¢ stetig ist, lidsst sich ¢ notigenfalls verkleinern, damit ¢'(x) < 0 fiir alle z € U; gilt.
Also ist ¢ in der Tat streng monoton fallend auf einer offenen Menge ﬁ e U;.
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Aufgabe 68:
Fir # = (2,1) und ¥ = (4,1) ist £ € A und y € B. Damit ist ||Z — ¢|| = 2 > d(A, B). Ferner
gilt fiir alle 7 = (z1,22) € A

|Z|]° = 22 + 22 < 22 + 222 =6 < 9,

also ||#]| < 3. Ferner gilt fiir alle ¥ € B mit ||7|| > 5
12 =1l = [IZ]] = [|gll| = 7]l = [|Z]] > 5—3=2=d(A,B).

Ist || Z]|* + ||7]|* > 36, so ist nach Obigem ||7]|*> > 36 — ||Z||* > 25, also ||7]| > 5 und ||Z — || > 2.
Betrachte F : R* — R definiert durch

F(z1,22,y1,92) = (21 — y1, 22 — y2)||°

fiir alle (x1, 22,91, y2) € R*. Klar: F € CY(R*). Ferner sei G : R* — R? definiert durch

x? + 223 - 6>

G$,.’L‘, J =
(z1,22,91,92) <y1+y2—5

fir alle (z1,72,%1,y2) € R* Ebenfalls klar: G € C'(R* R?). Nach obiger Rechnung gilt
F(z1,22,y1,y2) > 4 fiir alle ||(z1, z2,y1,y2)|| > 6 und F(2,1,4,1) = 4, wobei G(2,1,4,1) =0
und |[(2,1,4,1)]| = v22 < 6. Es folgt also

inf {F(ﬁ) . TeRYAG() = 6} — inf {F(ﬁ) . 7 K(0,6) AG(T) = 6} = inf F(9)

mit § = G~} ({6}) NK(0,6). Da G stetig ist und {6} C R? abgeschlossen, ist auch G~! ({6})

abgeschlossen. Nach der Vorlesung ist F(ﬁ, 6) abgeschlossen. Damit ist S beschréinkt und abge-
schlossen, also nach der Vorlesung kompakt. Ebenfalls nachder Vorlesung, existiert ein vy € S
mit
F(v)) = min F (7).
ves

Die gesuchten Vektoren sind also gerade Zy = (v1, v2) bzw. 3y = (vs, v4).

Die Stelle @' des globalen Minimums von F' unter der Nebenbedingung G = 0 ist natiirlich auch
eine Stelle eines lokalen Extremums von F unter der Nebenbedingung G = 0. Wir wenden die
Multiplikatorenregel von Lagrange an, um diese zu identifizieren: Es ist

2x1 4xe 0 O
G’(xl,afz,yhy2):<ol 02 1 1>

fiir alle (21, 72,51, y2) € R Wegen G(z1, 22, y1,12) = 0= 21,79 # 0, hat G" auf G~! ({6})
den vollen Rang 2. Es existiert X = (A1, A2) € R? mit

F,(5E1,$27y1,y2) = XTG/($17$2,Z/1,3/2)~

Zusammen mit der Nebenbedingung G(z1, z2,y1,y2) = 0 ergibt es die folgenden sechs Glei-
chungen:

2(x1 —y1) = 2m\ (1)
202 —y2) = 4w\ (2)
=2(r1 —y1) = A (3)
—2(z2 —y2) = A (4)
x% + 230% = (5)
Y1ty = (6)



Wir wollen zunéchst A\; # 0 einsehen: Wére A\ = 0, dann folgte aus (1) und (2) z; = y; und
g = yo. Dann wiire mit (6) z; = 5— x5 und mit (5) (5—x2)*+223 = 6, bzw. 23— L, + 2 = 0.
Wegen (%)2 < % hat diese Gleichung keine reellen Losungen. Also ist in der Tat Ay # 0.
Einsetzen von (3) in (1) und (4) in (2) liefert

2331)\1 = *)\2 = 4562)\1.
Da A1 # 0 nach Obigem, muss
r1 = 21’2 (7)

gelten. Einsetzen in (5) liefert 23 = 1, also 2o € {—1,1}. Differenzbildung von (3) und (4)
liefert (x1 — x2) + (y2 — y1) = 0. Einsetzen von (7) und (6) liefert y; = H% Wieder (6) liefert
schliellich yo = 5*% Zusammenfassend ergibt sich:

rT = 21‘2
T2 € {—1,1}
N o 2
n = 5
. 5— T2
Y2 = 5

Insgesamt also 7 € {(—2,-1,2,3),(2,1,3,2)}. Wegen F(—2,—1,2,3) = (-2—2)2+(-1-3)? =
32 und F(2,1,3,2) = (2-3)2+ (1 —2)2 =2ist ¥ = (2,1,3,2) und d(A, B) = \/F(7) = V2.
O

Aufgabe 69:
Sei G : R? — R2 definiert durch

rT+y+=z
G(x,y,z) = <$2+y2+221>

fiir alle (x,y,2) € R3. Klar: G € C'(R3). Dann ist S = G~* <{6}) Da G stetig ist und

{6} abgeschlossen, ist S abgeschlossen. Wegen ||(z,y, z)|| = 1 fiir jedes (z,y,2) € S, ist S
beschrankt. Nach der Vorlesung ist also S kompakt. Ebenfalls nach der Vorlesung, existieren
ein U1, vy € S mit

f(01) < f(0) < f(02)
fiir alle ¥ € S. Damit ist die Existenz der globalen Extrema von f auf S gesichert.

Da jede Stelle eines globalen Extremums auch eine Stelle eines lokalen Extremums ist, bietet
es sich an diese mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange zu identifizieren: Es ist

, (1 1 1

fiir alle (z,y,2) € R3. Also kann G'(z, y, z) nur fiir # = y = 2 nicht den vollen Rang haben. Aber
fiir jedes (x,y,2) e Sgilt r=y=z2=2x=y=2=0, was ein Widerspruch zu I(x,y,2)|| =1
darstellt. Also hat G’ auf S den vollen Rang 2. Es existiert A € R? mit

I'(@) = X6 (@)

fir ¢ € {1,2}. Zusammen mit der Nebenbedingung G(¥;) = 0, ergibt es die folgenden fiinf
Gleichungen:

—
[\]

5 = A +2z) (8)
= A1+ 2y 9)

-3 = A +2z) (10)
0 = z+y+=z (11)

)

1 = 22442+ 22 (



Addition von (8), (9) und (10), sowie Ausnutzung von (11) liefert 3 = 3\, also
A= 1. (13)

Einsetzen in (8) impliziert 2 = x g, also Ao # 0. Einsetzen von (13) in (9) liefert

y =0. (14)
Mit (11) folgt dann sofort
z2=—x (15)
Durch (12) folgt
xe{—?,?}. (16)

Es ist also

Ve V3 (Ve Ve
0 Py

fir i € {1,2). Es ist f( V2 0, 72) — —4v2 und f (i 72) — 4v/2, also
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