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Aufgabe 72:
(a) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:

2 2
[ @ a5 - FO0) 30t = [ (@00, cos(t)sin(®) - (~sin ), cos(t)
v 0

0

27
= / cos?(t) sin(t) — sin(t)e®3® 50 q¢
0

:[_

t=2m T 2
cos?’(t)} —/ sin(t)ecos(t)sm(t)dt—/ sin(t)ecos(t)sm(t)dt
t=0 0 Fis

Wl Wl

t=2m T s
t:T:+7T |:_ COSg(t):| _/ Sin(t)ecos(t) sin(t)dt +/ Sin(T)eCOS(T) SiH(T)dT -0
t=0 0 0
(b) Es gilt
df1 of1

Ty(w,y) =2z = By ——(z,9)

fiir alle z,y € R. Da R? einfach zusammenhéngend und f ein C'-Vektorfeld ist, gilt nach
der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hingt der Wert des Integrals nicht von dem
konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab. Es ist

10 = 0.0, (7] =12

Wiihle also 7 : [0,1] — R? mit §(t) = t(—1,2). Es gilt:

1 ) 1 1 B 14
f(2)-d5 = / f(Z)-d5 = /0 FA@)A(t)dt = /0 42 4+10%dt = 14/0 t2dt = g[tf’)]g;é =3
ol ol
(c) Es gilt
8 —Iz
(J;(I’,y,Z) = —15y226 - af; ($ Y,z )
%(az, y,2) = (=322 —5y3 + 232 + 5xyP2)e™ = %(m, Y, 2)
df2 o Ofs
ZJz = -1 —

fir alle z,y, z € R. Da R? einfach zusammenhiingend und f ein C'-Vektorfeld ist, gilt nach
der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hangt der Wert des Integrals nicht von dem
konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab. Es ist

7(0) = (0,0,0), ~(1) = (L,0,0).
Wihle also 4 : [0,1] — R3 mit 7(¢) = (¢,0,0). Es gilt:

/ff ds = /ff ds—/f :/012tdt:[t2}§;:1

(d) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:
. . log(2) .
[r@-as = [T se) s
.
log(2)
= / (cosh(t), —sinh(t), sinh(t)) - (cosh(t), sinh(¢), cosh(t))dt
0
log(2)
_ / cosh2(£) — sinh2(t) + sinh(t) cosh(t)dt
0

log(2) _
= / 1 + sinh(t) cosh(t)dt = log(2) + % [sinh?(£)] /=% = log(2) + 3%
0



Aufgabe 73:
Betrachte die Abbildung F : R? — R3 definiert durch

F(p,9) = ((R+ rcos(9)) cos(¢), (R + rcos(V)) sin(yp), rsin(d))

fiir alle p,9 € R. Wir zeigen: F ist injektiv auf [0,27)%: Seien dazu 1,2 € [0,27) und
Y1,99 € [0,27) mit F(p1,%1) = F(p2,92). Insbesondere ist

R? 3 (Fi(p1,%h), Fa(p1,91)) = (R+rcos(dh))(cos(e1), sin(p1))
>0

= (R +7cos(92))(cos(p2), sin(p2)) = (F1(2,92), Fa(ip2,92) € R
—_—
>0
Wegen der Bijektivitiit der Polarkoordinaten auf R? \ {6} gilt ¢1 = 2 und (R + rcos(2)) =

(R + rcos(92)). Mit F3(p1,91) = F3(p2,2), folgt weiter

rcos(¥) = rcos(da),
rsin(vy) = rsin(dy).

Wieder folgt mit der Bijektivitat der Polarkoordinaten auf R? \ {6}, dass 9J1 = o gilt. Damit
hat sich F' als injektiv auf [0, 27)? erwiesen.
Es gilt
—sin(¢)(R + rcos(¥)) —rsin(d) cos(y)
Fl(¢,9) )

cos(p)(R+rcos(¥))  —rsin()sin(p)
0 r cos(1)

fiir alle ¢, ¥ € R. Insbesondere ist

R—I—rcos 0
Vdet (F1(,9)T - F/(, 9 \/ ‘ o

fiir alle o, € R und damit ist rg(T"(p,9)) = 2 fiir alle ¢,9 € R. Definiere U = (0,27)?,
sowie N1 = {F(p,0): ¢ € (0,27)}, No = {F(0,9): ¢ € (0,27)} und N3 = {F(0,0)}. Es ist
N1 C F((0,27) x (—=m, 7)), N2 € F((—m,m) % (0,27)) und N3 C F((—m,7) x (—m,7)). Damit
gilt nach der Vorlesung:

=r(R+rcos(v)) >0

o(Ny) = /( iy VI DT F 0, 9) =0

o(N2) = /{ oy LV EUF T ()6, 0) =0

o(Ny) = /{ oy LV T F () ,9) =0

Also ist N = N3 U No U N3 eine o-Nullmenge. Es ist ferner TZ = F(U) U N. Wieder nach der
Vorlesung gilt:

21 21
o(TF) — /F o= /U VAt (F (o, )7 F' (0, 9))d( 0, 9) = /0 /0 r(R + cos(9))dddy

2m
= 27rr/ (R + cos(¥9))dY = 47*rR
0

Aufgabe 74:



(a) Es gilt nach dem Satz von Fubini:

y 1 1 y 1
[t ey = [ e
A(14+2%2+y?)2 0o Jo (14+a%+y?)2 0

P V2
=z . 2 1 . . yzﬁ
=" Arsinh(1) — / ————dy = Arsinh(1) — [Arsinh(y)],_*
o (1+y?)2
. (V2 1+v3
= Arsinh(1) — Arsinh <2 = log (1 + \/5) —log 7

| 242
0

S\ 1 +3
(b) Es gilt nach dem Satz von Fubini:

f e = /f/:@dydx:/f ) e [ [ e
— llog(o + 327} - fogte -+ 027 = g () 1o (£) =1ox (51

(c) Es gilt nach dem Satz von Fubini

1 z=2
/ 2?yzd(z,y, 2 / / 2?yd(z, y)d =3 E L—o/ ayd(z,y) = 2/ 2?yd(z,y)
B B’ B’ B’

mit

B'={(z,y) eR*: 0<y <z a”+y° <1},

Einfiihren von Polarkoordinaten fiir z, y liefert:

T v
/B ayd(z,y) = /O /O p” cos®(p)psin(p)pdpdep = /O pldp /0 cos? (ip) sin(p)de

. 1 _x 1 2
- 5 <_3) [cos*(P)]o=s = 15 (1 - [)

/Bzczyzd(ac,y, z) = 1—25 (1 — f)

(d) Fiir alle x € R gilt 22 < |z| < |z| < 1. Deshalb folgt mit dem Satz von Fubini:

e[ [,

By = {(y,2) €R*: 2 <y? + 2% < [ua]}.

Insgesamt also:

mit



Einfithren von Polarkoordinaten fiir y, z liefert

2 \/m 1 x 7T
/ y*d(y, z) = / / p? cos®(p)pdpdp = m= [pﬂz I\ﬁ = (2% - 2%)

fiir alle z € [—1,1]. Da nun im Integranden nur gerade Potenzen von = vorkommen, folgt:
1 1 3 57 2=1
2 T, 9 4 T 9 4 Tz x T
d -2/ Z — N de = = e = S| -
/By (z,y,2) /0 4(37 z*) dz 2/0 (2% —2%) dz 2[3 5L:0 1

Aufgabe 75:

Da die Matrix A symmetrisch und reell ist, existiert nach Satz aus der Vorlesung eine orthogo-
nale Matrix S € R™*" und eine Diagonalmatrix

A0 0
0 X O 0
D= '
0 A—1 O
0 0 A

mit A = SDST. Dabei ist spec(4) = {\1,..., \,}. Da A positiv definit ist, gilt nach der
Vorlesung, A\; > 0 fiir alle ¢ € {1,...,n}. Definiere

Vi 0 0
0 VA 0 0

0 cer . 0 VoW
und W = SD'ST. Es ist W? = SD'STSD'ST = A, WT = (ST)T(D")TST = W. Folglich ist
A =Wz =wra)". wz) = wz)" - (Wz) = |[Wi|? (1)

(a) Sei o > 0 fest. Da ¢, () > 0 fiir alle € R™ ist, reicht es aus [, ¢ (Z)dZ = 1 nachzurech-
nen. Betrachte dazu die lineare Abbildung 7 : R® — R” mit T(7) := /20W 17 fiir alle

# € R". Bsist T'(Z) = V2o W ! bzw. det(T"(Z)) = g@j = (\227:() S > 0 fiir alle 7 € R™.

Nach dem Transformationssatz der Vorlesung gilt

47 det(4) / [ gz — [ det(4) T @I gz
oo (¥)dr = : e Ve d7 = / e YN dz
/n () 2mo)™  Jrn (2mo)™ Jpm@n

det(4) / e~ 1? |det(7"(g))] dg = 2/ oWl 457
(2mo)n n

. oo
Fubini 2/ / ~ Sy, - dy, / e|y12dy1.../eyn|2dyn
—0o0 R




(b) Es gilt fiir alle o > 0:

/ o (#)dF = / o ()4 / oo ()T
R™\ K (0,6) n K(0,8)

=1, nach (a)

Also reicht es aus, lim, o4 [ K(3.6) 0o (Z)dZ = 1 zu zeigen. Sei o > 0 zuniichst fest. Betrachte
die Abbildung 7" : R™ — R" definiert durch T(¥) = /o7 fiir alle # € R™. Es ist dann 7"(Z) =
VoI, bzw. det(T'(Z)) = (/o)™ > 0 fiir alle £ € R™. Des Weiteren ist T'(K (0, %)) =
K (6, 0). Nach dem Transformationssatz der Vorlesung gilt:

.l det(A Taz det(A) _ LAy
Yo (¥)dx = / 547 = n-/ e 2 dy
/1{(6,6) @) V (2m) K(0,2=)
e1(7)dy

- Y1

sowie
y)e1 (Y )

0 < Ixg, o) @1 (&) < 13-

Nach Teilaufgabe (a), ist ¢1 € L'(R™). Damit folgt mit dem Satz iiber dominierte Konver-
genz aus der Vorlesung:

I
g

lim Z)dx
o—0+ K(6,5) @U( ) o—0+ R®

L) D@7 = | lim T e, (a(i

(c) Fiir Z =0 gilt

. det(A) Taz  |det(A) _»
U(IL’) (271‘0’)" : 20 = (271')” o 2 — 0
—_———
>0

fiir o — 0-+.

Fir & #£ 0 hingegen ist

0 < 5 det det vz
1m
B oc—0+ (PU U—>O+ ” V—>oo oV TzA

- det(A) lim L IHospital | det(A) - y”_l
S (27)" w00 EV@ (2m)n  ZTAZ Aac ey e”%
—00 — 00
IHospital  I'Hospital |det(A) 2"n)!

. li =0.
(27‘1’)” (i»"TAj’)n 1,1_>H010 6V5T2Af
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