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Aufgabe 76:

(a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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(b) Es gilt nach dem Satz von Fubini:
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(c) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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(d) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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Aufgabe 77:

(a) Es gilt nach dem Satz von Fubini:
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Ferner ist By N By = (). Es folgt mit dem Satz von Fubini:
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Aufgabe 78:

Wir machen eine Fallunterscheidung nach der Dimension n:

e n = 2: Mit Hilfe der Polarkoordinaten ergibt sich:
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e n = 3: Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ergibt sich:
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Aufgabe 79:

(a) Seien v1,72,73 : [0,1] — R? definiert durch

fiir alle ¢ € [0,1]. Dann ist v = 41 + 72 + 3 eine doppelpunktfreie Parameterisierung von



0D. Dabei liegt D immer ,links von «“. Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:
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(b) Es gilt nach dem GauBschen Integralsatz im R:
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Aufgabe 80:

(a) Da B invariant ist unter Vertauschungen von z, y und z gilt:

/ (zy +yz + zz)d(2,y,2) = 3/ wyd(z,y, z)
B B

Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ergibt sich:
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’ sin(p) cos(ip) cos®(8)dpdd
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(b) Sei F: R® — R? definiert durch F(z,y,z) = (zyz,zyz, vyz) fiir alle (z,y,2) € R3. Wir
beobachten

V- Fz,y,z) =yz+xz+xy
fir alle z,y, z € R. Ferner ist 0B = A; U As U A3 U A4 mit

A = {(an,z):y,zz(),gﬂ_;_fgl}’
Ay = {(:L‘,O,Z)::L’,ZZO,{EQ—I—Z2§1}7
Ay = {(z,9,0): 2,y >0, 2> +y* < 1},
Ay = {(95,3/’2)3$,y,z>0,x2+y2+z2:1}.

Da F(z,y,2) = 0 fiir jedes (x,y,2z) € A; U Ay U Ag ausfiillt, gilt nach dem GauBschen
Integralsatz:

/(wy+yz+w)d($,y,«2) = /V-F(:v,y,Z)d(:vvy,Z)Z/ F-N(z,y,z)da
B B OB

= /F'N(x,y,z)da
Ay



Auf Ay ist der AuBlere Normalenvektor durch

N(z,y,2) = (2,9, 2)

fiir alle (x,y,2) € A4 gegeben. Da A, invariant unter Vertauschungen von z, y und z ist,
gilt:

/ F-N(z,y,z)da = / 22yz + xy?z + zyzida = 3/ z2yzda
Ay Ay Ay

Es folgt mit Hilfe der sphérischen Koordinaten:
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Aufgabe 81:

(a) Durch Einfiithrung von Polarkoordinaten folgt:
B rre) 1 8
A(D) = / 1dz = / / 1pdpdp = 2/ r2(@)dyp
D a JO «a

(b) Es gilt nach dem Gauflschen Integralsatz:
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Aufgabe 82:
(a) Eine positiv orientierte Parameterisierung v : [0, 27r] — R3 von 07 ist durch
cos(p)
V(p) = sin(¢p)

1 — cos(p) — sin(yp))
fiir alle ¢ € [0, 27| gegeben. Entsprechend ist

—sin(yp)
Y () = cos(p)
sin(p) — cos(y))

fiir alle ¢ € [0, 27]. Damit gilt fiir das gesuchte Integral:
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(b) Eine regulire Parameterisierung @ : (0,1) x (0,27) — R? der Fliche M = E N Z (bis auf
die o-Nullmenge N = {(z,y,2) € M : x > 0,y = 0}) ist durch

rcos(p)
O(r,p) = rsin(p)
1 —r(cos(y) + sin(y))

fiir alle 7 € (0,1) und alle ¢ € (0,27) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle
Oberflichenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

(% * 52 ) o))

cos(¢p) —rsin(p)
= sin(y) X 7 cos(ip) d(r, ¢)
— cos(¢p) — sin(yp) r(sin(p) — cos(y))

1
= 7 (1) d(r, )
1

fiir alle (r, ) € (0,1) x (0,27). Als letzte Vorbereitung berechnen wir

_y3 0
Vx| 23 = 0
—z3 3z2 4+ 3y2

fiir alle (z,y, z) € R3. Es folgt mit dem Satz von Stokes:
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Aufgabe 83:

(a) Eine regulire Parameterisierung ® : (0,27) x (0,%) — R? (bis auf die o-Nullmenge N =
{(0,0,1)}) der Fliche M ist durch

cos () cos(h)
O(p,0) = | sin(p) cos(d)
sin(0)

fiir alle ¢ € (0,27) und alle 6 € (0, %) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle
Oberflaichenelement

iida((¢,0)) = (gi aq>>(%6)( 0)

—sin(p) cos(0) — cos(p) sin(0)

= cos(p) cos(0) —sin(p) sin(0) | d(p, )
0

= cos(0)P(p,0)d(p,0)

fiir alle (p,8) € (0,27) x (0, 5). Es gilt mit der Definition des Oberfléchenintegrals:
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> 27
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(b) Eine positiv orientierte Parameterisierung 7 : [0, 27r] — R? des Randes M von M ist durch

cos(¢p)
Y(p) = | sin(p)
0
fiir alle ¢ € [0, 2] gegeben. Es gilt
— sin(p)
(@) = | cos(p)
0

fiir alle ¢ € [0,27]. Ferner liefert die ,Technik des scharfen Hinsehens“™, dass fiir F :
R3 — R3 definiert durch F(z,y,z) = (‘%2, %y,y) fiir alle (x,y, z) € R? die Gleichung
VxF=(1,zzuxy)

fiir alle (z,y, z) € R3 gilt. Es folgt mit dem Satz von Stokes:
/ f(@)-A(D)da(D) = / (V x F()) - ii(Z)da(Z)
M M
Sioes / F(7) - d3
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