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HOuERE MATHEMATIK II FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsSUNGSVORSCHLAGE zUM 2. UBUNGSBLATT

Aurcase 7 (UBung)

a) Berechnen Sie die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktionen fi, f, : [-7, 1) — C mit

1 .
(1) fl(t):{z‘l ir | <a fir ein festes 0 <a < T,
0 sonst
(if) f2(t) = [sin(#)],
fur jedes t € [-m, 7). Fiir welche t € [-7, 1) konvergiert die jeweilige Fourier-Reihe? In
welchen t € [-7t, 1r) stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmaf3ig?

b) Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:

= sin(ak)
fur ein festes 0 <a <,

(i)

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Da fi eine gerade Funktion ist, ist bg(f;) = O fiir alle k € N. Fiir k = 0 ist

ao(fi) = %f_ﬂ cos(0-t)fi(t)dt = 1 1df = %’

- 2am J_,

wahrend fur k € N

1 (" 1 a 1 ) sin(ak)
ap(f1) = o J-_n cos(k-t)fi(t)dt = - J._a cos(kt) dt = Sk [sin(kt)]f__, = pr

gilt.
Mit der Zerlegung {—7, —a,a, 7t} ist f; stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den
Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fuir jedes t € [-7, )
gegen w Insbesondere stellt die Fourier-Reihe fuir jedes t € [-7, ) \ {—a,a} die
Funktion f; dar, da f; dort stetig ist. Fur t( € {—a,a} gilt

Zﬁ(k) _ (At +(hlte)-) _ 1

2 4q’
keZ



Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichmaflig sein, da die Grenzfunktion unstetig
bei —a und a ist.

Da f, eine gerade Funktion ist, ist bi(f,) = 0 fur alle k € N. Fiir k = 0 ist

ag(fr) = %J‘n cos(0-t)|sin(t)| dt = %fnsin(t) dt = %[—cos(t)]iig = %

-7 0
Fir ai(f,) mit k € N berechnen wir vorbereitend
J sin(t)cos(kt) dt = —cos(t)cos(kt)—k J cos(t)sin(kt) dt.
—_————
u’ v
Fir k =1 ist also

fsin(t) cos(kt) dt = —% cos>(t),

fur k > 1 fuhrt eine weitere partielle Integration auf

—cos(t)cos(kt)—k f cos(t)sin(kt) dt

—— ——

1
k? -1

= J sin(f)cos(kt) dt (cos(t)cos(kt) + ksin(t)sin(kt)).

Damit folgt

ag(fr) = %J:n cos(kt)fr(t) dt = %Ln cos(kt)sin(t) dt

7T

{—; cosz(t)]j;o =0 firk=1,

—n(k%—l) [cos(t) cos(kt) + ksin(t)sin(kt)];, = _% : 1;(2__11)]( fur k> 1.

Mit der Zerlegung {—m, 7t} ist f, stuckweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an

den Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fir jedes t € [, 1)
fz(t+)42'f2(t—)

gegen . Da die periodische Fortsetzung von f,, wegen f,(—m) = lim;_,,_ f>(t) =0,
stetig ist, stellt die Fourier-reihe fiir jedes t € [-7, 1) die Funktion f, dar. Wegen

. 41

;mk(fz)cos(ktn <~ kzlp <o,

ist die Fourierreihe nach Satz 7.18 (2) aus HM 1 gleichmafig konvergent, da wir die
Summanden gliedweise und unabhangig von t nach oben durch eine konvergente Reihe
abgeschatzt haben.

Nach a) (i) gilt, dass die Funktion f; auflerhalb von +a mit ihrer Fourierreihe tiberein-
stimmt. Fur t = 0 ergibt sich also

(o)

1 1 sin(ak)
= h0) =) —

C2n akTc

—cos(t)cos(kt)—k (sin(t)sin(kt) -k J sin(t)cos(kt) dt)



also

(ii) Gleich wie in (i) folgt, dass

und somit

(iii) Laut Vorlesung lauten die Fourier-Koeffizienten der Funktion f : [-7, 1) — C, definiert
durch f(t) = t?, gerade

UJ

fur alle k € Z\ {0}. Nach Satz 16.4 (1) gilt

IFR= Y =22y A

keZ k=1
. 2 _ 210 q;
Einsetzen von [|f||5 = =% liefert

4 4 0
T /4 1
—=—+38 E —,

5 9 k4

k=1

wodurch sich durch Auflosen

ergibt.

AuUrGABE 8 (TuTORIUM)

Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U = lin({v;,v,,v3}) € R®, die Orthogonalprojektion
Px von x auf U, sowie den Abstand d(x, U) = min,cy [|x — y|| mit

1 2 0 1
1 0 0 2
1/1:0, U2:1, V3:1, x=|3
1 1 1 4
0 0 0 5



LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl. Abschnitt 15.2 der Vorlesung) ein
Orthonormalsystem B = {by, b;, b3}, welches U erzeugt, wie folgt:

_"n
'l
C
3 = vy — (va|by)by by = =
[le2 |l
C
c3 = v3—(v3|by)by — (v3]by)by by = —>—
llesll
Es gilt:
1
1 1
ol = V12 +12+12=V3 :51:_30,
1
0
2 1 1
1 3 of [1] [
(valby) = —=(1-2+1-040-1+1-140-0)=—= = =[1|-|o|=| 1],
\/g \/5 1 1 0
0 0 0
1
1 -1
”C2”:\/5 =>b,=—| 1|,
3o
0
0 1 1 )
0 1 -1 0
1 1 1 1 1
(v3lb1) = —=, (v3lby) = —= Sc=|1]-=|0|-=1|==] 2|
V3 V3 NI
0 0 0 0
-1

el [12 \/Z 2 ] ?

C = = _= — = —

3 9 3 \/§ 3 3 .
0

Nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung ist die Orthogonalprojektion Px gegeben durch:
Px = (x|by)by + (x[b2)by + (x|bs)bs

Wir berechnen:

(xlb) =—=,  (xlby)=—,  (xlb3)=

o
V3

5~
5



Es folgt:

1 1 -1 3

71 217 6| 0] 12
PX:§0+§ 1 +§ 1 :g 8
1 0 1 13

0 0 0 0

Schliefllich ist nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung:

d(x,U) = min|lx - || = [lx - Px||
yelU

Wir berechnen:

1 3 0
2 5 1
1 1 228
x—Px=]3 -3 8|1==111, ||x—Px||:Tz5,03
4 13 -1
5 0 15

Aurcasg 9 (Usunag)
a) Sei f € Cper([~7, 7], C) differenzierbar mit f’ € Cpe([~7t, 7], C). Zeigen Sie, dass

fky=ikf(k) VkeZ.

b) Sei f € Cper([-7, 7], C) unendlich oft differenzierbar mit fim e Cper([-7t, 7], ) fiir alle
n € IN. Beweisen Sie, dass

suplkNf(k)|<co VYN eN.
keZ

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fur k = 0 gilt wegen der Periodizitdt von f

?(0):%£ f’(t)dt:M:O:i-O-f(O).

27

Fur k € Z )\ {0} erhalten wir mit Hilfe von partieller Integration

P [ sear= L iroe e [ ke a =ik e
=0, da 2m-per.

b) Sei N € N. Wenden wir die Formel aus a) fiir die Fourierkoeffizienten von f(N) N Mal an, so
erhalten wir

FN(k) =ik fN-D(k) = ... = (N f(k)  (kez).

Wegen fN) ¢ Cper([-7, 7], €) gilt supy |f/(ﬁ)(k)| < oo, denn: Aus Satz 16.4 (bzw. auch 15.9)
folgt die Konvergenz von Y ;. |f(N)(k)|?, also die Beschranktheit von der Folge (|f™)(k)|?)rez



—_—

und somit auch von (|f(N)(k)|)rez. Somit gilt

supIka( |—sup|f k)| < oo.
kezZ kez

1

Dies bedeutet, dass die Fourierkoeffizienten schneller abfallen als jede Potenz von -

AurGase 10 (Tutorium)
Berechnen Sie die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktionen fi, f,, f3 : [-7t, 1) — C mit

a) fi(t)=[t,
b) f>(t) =cosh(t),
c) f3(t) = e’ fir ein festes b € R\ {0}

fur jedes t € [-m, 7). Fur welche t € [-7, ) konvergiert die jeweilige Fourier-Reihe? In welchen
t € [-m, 1) stellt sie die jeweilige Funktion dar? Ist die Konvergenz gleichmaf3ig?

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Da f eine gerade Funktion ist, folgt by(f;) = 0 fir alle k € IN. Es gilt

1 (" 2 (™
ao(fl):;f |t|dt:%J;) tdt=m

sowie

ar(f1) = %Jn |t|cos(kt) dt = %Lﬂ tcos(kt) dt

. J .
_ i([ll(tsm(kt)]t . }(J sin(kt) dt ) —sleos(kt)]i, = 2(271
L

=0

fur k € IN. Mit der Zerlegung {—m, 1t} ist f; stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den
offenen Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den
Intervallgrenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fur jedes t € [-7, 1) gegen

w. Da die periodische Fortsetzung von f;, wegen f;(—m) = lim;_,_ f;(t) = 7, stetig ist,
stellt die Fourier-reihe fiir jedes t € [-7, 7t) die Funktion f; dar. Wegen

Z|ak f1)cos(kt)] 4i k- 1)

1

und der Konvergenz von } 7, 2k i (Teil der konvergenten, positiven Reihe ) 7, %) ist die

Fourierreihe nach Satz 7.18 (2 ) aus HM 1 gleichmaf3ig konvergent, da wir die Summanden
gliedweise und unabhdngig von t nach oben durch eine konvergente Reihe abgeschatzt haben.

b) Da f, eine gerade Funktion ist, ist by(f,) = O fiir alle k € IN. Fiir k = 0 ist

aop(fr) = %J- cos(0-t)fo(t)dt = %L cosh(t) dt = %[sinh(?ﬁ)]iéI = —

7T



Fir ai(f,) mit k € N berechnen wir vorbereitend

fcosh(t)cos(kt) dt = sinh(t)cos(kt)+kfsinh(t)sin(kt) dt
———— —_————

= sinh(t)cos(kt) + k cosh(t)sin(kt) — k? f cosh(t)cos(kt) dt
= jcosh(t)cos(kt) dt = ﬁ(sinh(t)cos(kt)+kcosh(t)sin(kt)).

Damit folgt

ax(f2) = %ﬁicos(kt)fz(t)dt:%Joncos(kt)cosh(t) dt
= ﬁ [sinh(t) cos(kt) + kcosh(t)sin(kt)]/_, = 2sinnh<n) . ]Si);

Mit der Zerlegung {—t, 7t} ist f, stiickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den offenen
Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den Intervall-
grenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes t € [, 77) gegen M
Da die periodische Fortsetzung von f,, wegen f,(—m) =lim;_,,_ f,(t) = cosh(m), stetig ist, stellt
die Fourier-reihe fiir jedes t € [-7, 71) die Funktion f, dar. Wegen

. 2sinh(n) v 1
Zlak(fz)cos(ktﬂ < % Zﬁ < oo,
k=1 =

ist die Fourierreihe nach Satz 7.18 (2) aus HM 1 gleichmafig konvergent, da wir die Summanden
gliedweise und unabhiangig von t nach oben durch eine konvergente Reihe abgeschatzt haben.

Berechne zunachst die komplexen Fourier-Koeffizienten von f;. Fur jedes k € Z ist

A 1 n . 1 1 L t=Te 1 1 elb-ikm _ o=(b-ik)m
K = — bt —ikt dt = — (b—ik)t -
f3(k) 2an ¢ prraT T R s 2
=(-1)f =(-1)f
— —
1 1 ebm ek _grbm ik p (-1)k | 1 ¢ b+ik
= ;b—lk 2 = ;Slnh(bﬂ)b_ik :smh(bn);(—l) m

Fir die reellen Fourier-Koeffizienten gilt nach Vorlesung

ar(fs) = fa(k) + f3(=k),  br(fs) =i(f3(k) - f3(=k))
fur alle k € N und alle j € IN. Folglich ist

2sinh(bm) (-1)%b ,

2sinh(bm) (-1)k1k
S e sowie by(fy) = 2 )

T b2 + k2

aolfy) = 2 gy 1) =

fur alle k € IN.

Mit der Zerlegung {—7, 1t} ist f3 stickweise glatt, also stetig differenzierbar auf den offenen

Intervall und die einseitigen Grenzwerte der Funktion und ihrer Ableitung an den Intervall-

grenzen existieren. Deshalb konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes t € [-7, 1) gegen w



Die peridische Fortsetzung von f; ist wegen f(-m) = e ™ = el™ = lim,_,,._ f5(t) in —7 unstetig,
weshalb die Fourierreihe dort nicht gegen f; konvergiert (sondern gegen W) und die
Konvergenz wegen der Unstetigkeit auch nicht gleichmafig sein kann.

Aurcask 11 (Usunc)
Ist

i sin(kx)
vk

k=1

die Fourierreihe einer Funktion f € Cyer([-7t, 7], C)?
Hinweis: Benutzen Sie die Besselsche Ungleichung.

LOSUNGSVORSCHLAG

Angenommen, es existiert eine Funktion f € C,er([-7t, 7], C), deren reelle Fourierkoeffizienten gegen
sind durch a; = 0 (k € Ng) und by = \er (k € N). Da die Funktionen ¢, = el* ein vollstandiges
Orthonormalsystem von Cpe,([-7, 7], C) sind, folgt nach der Besselschen Ungleichung

TC

y If 1
k;'f(k)lz < ||f||2 = EI |f(x)|2 dx < oo,

—TC

Da stetige Funktionen (wie x — |f(x)|?) Riemann-integrierbar auf kompakten Intervallen sind. Fiir
die Fourierkoeffizienten gilt

FO)=0, fi=Fla-iby === FR)= 5o ib) =
fur k € IN. Wir erhalten
o K ) K A ) K X
co> Y If 0P = Jim Y IR = lim Y (f (P + f ()P = lim Y
k=—o0 k=K k=1 k=1

Somit wirde die harmonische Reihe konvergieren, ein Widerspruch. Also existiert keine solche
Funktion.

AUFrGABE 12 (TuTorIUM)
Berechnen Sie die folgenden Reihenwerte:

1
2) Z(zk—l)Z’

k=1

- (-D)F
b) ;kz - fur ein festes a > 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Aurcase 10 a) lauten die Fourier-Koeffizienten der Funktion f; : (-7, t] — C, definiert
durch fi(t) = |t| gerade

0 fur k =2m,

a(fi)=m  ax(fi)= {_i fiir k= 2m—1

1k?



fir alle k € N. Da f; in allen Punkten durch ihre Fourierreihe dargestellt wird, gilt

T 4w 1
0=A0=5-2) Gu 1P

m=1
Folglich ist
§ 1w
L= (2m - )2 8°
Nach Aurcase 10 b) lauten die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktion f3 : (-7, ] - C,

definiert durch f;(t) = % fiir ein b # 0, gerade

2sinh(bmn) 2sinh(bm) (-1)%b 2sinh(bm) (1)1 k
ﬂo( 3):Tl ﬂk( 3): - b2+k2, bk(f3): - b2 + k2

fur alle k € IN. Es gilt

1=£3(0)=

sinh(bTr) N 2bsinh(br) i (—1)k
7th Tt — b? + k?

und somit

i (O S
L_b7+k?  2bsinh(brr)  2D2

Mit b = +/a folgt

i(—l)" _ m 1
— k2+a  2+asinh(van) 2a



