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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsSUNGSVORSCHLAGE zUM 3. UBUNGSBLATT

Avurcase 13 (Usunag)

Zeigen Sie, dass der normierte Raum (C[-1,1], ||-||,) mit

1 3
it =( [ e dx) Vfecl-11]
-1
kein Banachraum ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir definieren die Funktionenfolge

-1 x_1<x<_ﬁl
— 1 1
fn(x)— nx T <x< Py
1 ,i<x<l1

Jede dieser Funktionen liegt offensichtlich in C[-1,1]. Wir zeigen, dass die Folge eine Cauchyfolge in
(C[-1,1], |I-l2) ist. Fur m > n gilt

1

_]-_nx 1_%<x<_ﬁr
(m-n)x ,—+<x<k
Fon) = fulx) = "
1-nx ;megﬁl
0 , sonst

Die Funktionen unterscheiden sich demnach nur auf [—%, %] und dort um maximal 1 Deshalb gilt

n—-oo

1
Wfuu— full3 < j 12de=2 2%

Waire (C[-1,1],||||,) ein Banachraum, so miisste nun die eine stetige Grenzfunktion existieren,
gegen die (f,,) in der ||-|-Norm konvergiert. Eine Funktion, gegen die (f,) konvergiert, ist durch die
unstetige Funktion

-1 ,-1<x<0,

gegeben. Dies liegt an

L

1
n n 2 n—oo
||fn—f||§=2j (1—nx)2dx<2j ldx=22220.
0

0 n



Gabe es eine weitere Funktion g, die dies erfullt, so ware

n—-oo

If =&l < If = fullo + lfu = gllo —— 0,

also ||f —¢ll> = 0 und somit auch

1
If — gl = L £ (x) - g2 = 0.

Somit ist auch jeder Teil dieses Integrals 0, da der Integrand nicht-negativ ist. Ware g(x() = 1 fuir ein
xo >0, so wire |f(x) - g(x)|? in einer Umgebung von x, positiv und das Integral somit ebenfalls (da
g stetig, vgl. Auf. 59 b) aus HM 1), gleiches gilt fur g(x() = —1 fur ein xy < 0. Also gilt g(x) = -1 fur
x <0und g(x) =1 fir x > 0, womit g nicht stetig in 0 sein kann.

AurGABE 14 (TuTorIUM)

2 2 4
SeiA=|-1 1 1 |. Berechnen Sie die Determinante von A, indem Sie
1 -1 =2

a) die Regel von Sarrus verwenden.
b) nach der ersten Zeile entwickeln.

¢) durch Spaltenumformungen einen Einheitsvektor erzeugen und nach diesem entwickeln.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Regel von Sarrus liefert

det(A)=2-1-(-2)+2-1-1+4-(-1)-(-1)-4-1-1-2-(-1)-(-2)=2-1-(-1)
=—4+2+4-4-4+2=-4.

b) Entwickeln nach der ersten Zeile liefert

11 -1 1 -1 1
det(A) = (-1)1*1.2. +(=1)1*2.2. (-3 4.
et(A)=(-1) ‘_1_2() L o D) A
=2-((-2)-(-1))-2-2-1)+4-(1-1)=-2-2=-4.
c) Esgilt
-2 +
|
2 2 4 2 4 8 4 s
det(A)=|-1 1 1| =|-1 0 -1 Entwi3'z'(_1)3+1o 1‘ =4,

1 -1 -2 |1 0 O



Avurcask 15 (Usung)
Sei n € IN und z € C. Berechnen Sie die Determinante der Matrix

1+ 22 z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+22 z 0 :
Bu(z)=| : Lo [eC™
0 z 1+2? z 0
0 z 1+2? z
0 0 z 1+2?

LOSUNGSVORSCHLAG

Sei z € C beliebig. Fir n =1 gilt:
det(By(z)) = |1+22] =1+2
Fur n = 2 gilt

1+22 z
z 1+22

4 4

det(B,(z)) = =(1+2%)?-22=1+4222+2* -2 =1+2%+2




Fir alle n > 2 gilt nach dem Determinantenentwicklungssatz

1+ 22 z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+22 2z 0 :
det(B,(z)) = : : e '
0 z 1+2° z 0
0 z 1+z2 z
0 0 z  1+27?
1+22 z 0 0
z 1+2? z 0
0 z  1+2% 2z 0 :
= (1+2%)] : | et iximD)
0 z 1422 z 0
0 z 1+2? z
0 0 z  1+2?
z 0 0 0
z 1+2° z 0
0 z 1+2° z 0
—z|: e Cln=Dx(n-1)
0 z 1422 z 0
: 0 z 1+2? z
0 0 z 1+22
= (1+z%)det(B,_(2))
1+22 z 0 0
z 1+2? z 0
0 z 1+2° z 0
2| - S - : e Cm-2x(n-2)
0 z 1+2° z 0
: 0 z 1+2? z
0 0 Z 1+22

= (1+2%)det(B,(2)) - z° det(B, (2))

Es ist etwa:

det(B;(z)) (1 +z%)det(B,(z)) — z* det(By (z))
2

1+22)(1+22+2Y-22(1+2%) = (1 +2°)(1 + 2%

1+22+2%+2°



Dies legt die Vermutung
n
det(B,(z)) = Zzz’”
m=0
fir alle n € IN nahe. Diese beweisen wir per Induktion:
IA (n =1, n=2): siehe oben.
IS: Es sei n € IN. Fur alle k < n gelte die Behauptung (IV)

k
det(Bi(z)) = sz.

m=0

O.B.d.A. ist n > 2 (ansonsten benutze (IA)). Dann gilt fiir n+1:

det(B,41(2) = (1+2°)det(B,(z)) - 2> det(B,_1(2))
(Iv) 2N w2 S 2m
= (1+z )Zz -z Zz
m=0 m=0
n n—1 n—1
_ Zzzm 4252 2N 2m 2N om
m=0 m=0 m=0
n n+1
_ Zzzm 4 2(n+1) Zzzm
m=0 m=0

AurGABE 16 (TuToRrIUM)

Berechnen Sie die Determinanten der folgenden reellen Matrizen.

or s ] [as e 5| (123 (F11an
A=]1 0 0 1 1|, B=|1 3 6 10 15,C=3 _140,136,:101 )
020 0 2 1 4 10 20 35 i 03 0 1 311 a
1 03 1 1 1 5 15 35 70
Fur welche a € Rist D, regular?
LOSUNGSVORSCHLAG
Mit den Rechenregeln fur Determinanten folgt:
1 03 0 O (=1) ——(=1) 10 3 0 0
01 3 -1 1 ] (-2) 01 3 -11
det(A)=1 0 0 1 1 + =0 0 -3 1 1 (-2)
020 0 2 + 00 -6 2 0 :l+
1 0 3 | e—« 00 0 1 1
1 0 3 0 O 1 0 0 0
01 3 -1 0 1 -1 1
=0 0 -3 1 1 =—-0 0 -3 1 1
00 0 -2 00 1
00 1 ::[ 0 0 0 -2




Laut Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der
Diagonalelemente. Also ist det(A) = —6. Als nachstes berechnen wir Es folgt:

11 1 1 1 (1) 7(=1) 7=1) 7(-1)
12 03 4 5|

det(B) = |1 3 6 10 15 R
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70 .
11 1 1 1
01 2 3 4
=102 5 9 14
03 9 19 34
0 4 14 34 69
111 1 1
012 3 4
=0 01 3 6|—3 (6
00 3 10 22|
00 6 22 53 .
1111 1 11111
012 3 4 012 3 4
=001 3 6 =0 01 3 6
0001 4| —«4 [0 001 4
0004 17 00001

Nach der Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix gleich dem Produkt
der Diagonalelemente. Also ist det(B) = 1. Weiter gilt

1 3 4 1 45
1 11 1 0 0 2 409 T
det(C)=1, . o=l L 5 s Bt 22 yie2 21y -1 7 3] 2 s
3 6 5 <—~l+
4 3 21 4 3 65
0 18 11 18 11| —1 |18 11
=l-1 7 3| PELS ). 17 = —54-99 = _45.
27 14| 9 3
0 27 14
Zuletzt gilt
(-1) .
41 1 a+l| 100 1 10ﬁ1
110 2 “n 110 2
det(D,) = — EMbe2S 2420 1 o
101 2 101 2
2 1 a-2
311 a (1) s 201 a-2
10 0 L
-1 1 1 Entwil.Z.(_l)l_'_l. —(a—4)—1:a—5,
1 a-4
2 1 a-4




womit C genau dann regular ist, wenn a = 5 gilt.

Aurcase 17 (Usung)
Sei b € R®\ {0} fest. Berechnen Sie fiir die lineare Abbildung

T:R° >R, Ta=axb,
a) die Adjungierte T~,
b) Kern(T),
¢) Bild(T).

Hinweis: Verwenden Sie AUFGABE 1 a)

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Seien a,c € R3. Es gilt:

(Tale) = (ax ble) 20 det(a, b, c) 'Z2 —det(c, b,a) =0 —(c x bla) 2 (a] = Te) = (alT"¢)

Alsoist T*=-T.
b) Nach 17.11 (5) fiir alle a € R3
0=Ta=axb < a,blinear abhangig,
also ist Kern(T) = lin({b}).
c) Nach Aufgabe 1 (a) gilt Bild(T) = Kern(T*)+. Mit (i) und (ii) folgt

Bild(T) = Kern(T)* =lin({b})* ={a ¢ R’ : (alb) = 0}.

AuUrGABE 18 (TuTOoRIUM)
Fur a € R sei das reelle lineare Gleichungssystem A, x = b, gegeben durch:

(a=2)-x+ (a-1)-y— (a-1)-z= 0
(6-3a)-x+ (@®>-1)-y+ (a-1)-z= 0
(a’-a-2)-x+ala-1)-y-ala-1)-z=a-1.

a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A,.

b) Finden Sie fir diejenigen a, fir welche obiges Gleichungssystem eindeutig l9sbar ist, die
Losung mittels der Cramerschen Regel.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Esgilt

—

—

a-2 a-1 —(a-1) 1 1 -1

det(A,)=| 3(2-a) (a+1)(a-1) (a-1) =(a-2)(a-1)?%| -3 a+1 1
(a=2)(a+1) ala—1) —a(a-1) a+l a -«

0 0o -1
—(@-2)(@-1)2-2 a+2 1 Entw:.3.S.(_1)“3_(_1).(0{_2)(0(_1)2 -2 a+2

1 0 -a 1 0

=(a-2)(a-1)*(a+2).
Die Matrix A, ist also invertierbar fur alle € R\ {-2, 1, 2}.

b) Cramersche Regel: Ist A € K" invertierbar, A = (ay,...,a,), so sind die Komponenten der
Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b (mit b € K") gegeben durch

det(al,...,aj_l,b,ajﬂ,...,an) '

Um die Losung des gegebenen linearen Gleichungssystems zu berechnen, benotigen wir also
die folgenden Determinanten:

a-1 —(a-1)

Dy:={ 0 (a+1)(a-1) a-1 =(a-1)
a-1 ala—1) —a(a-1)

a-2 0 —(a-1)
Dy:=| 3(2-a) 0 a-1 =—(a-1)
(a=2)(a+1) a-1 -a(a-1)

a—2 a—1 0
D;:=| -3(a-2) (a+1)(a—-1) 0 =(a—-1)
(@ =2)(a+1) ala-1) a-1
=(a-1)%(a-2)(a+4).

-3(a-2) (a+1)(a-1)

a-2 a-1 ‘

Fur die Komponenten des Losungsvektors folgt also

Dy (@-1a+2) a-1
T det(Ay) (@-2)(a-1)2(a+2) a-2
D,  2a-12%*a+2) 2

27 Qet(A,) (@-2)(@-1)2(a+2) a+2

Dy (a-1)*(a-2)(a+4) a+4
BT det(Ay) (@—2)(@-12(a+2) a+2




