KARr

LSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE SS 2019

INsTITUT FOR ANALYSIS 23.05.2019
Dr. Christoph Schmoeger

Dipl

.-Math. Sebastian Schwarz

HoOueERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK
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Avurcase 25 (Usung)

a) Sei a € R. Untersuchen Sie die Matrix

1 -2 0
A,=|-2 8
0 a 1

auf Definitheit.

b) Seien A,B,A; CR” fiir j € I (I belieblige Indexmenge). Zeigen Sie:

(i) Sind A und B offen, so auch AU B und A N B. Ist A offen und B abgeschlossen, so ist
auch A\ B offen.

(ii) Sind A und B abgeschlossen, so auch AU B und A N B. Ist A abgeschlossen und B
offen, so ist auch A\ B abgeschlossen.

(iii) Sind alle A; offen, so auch Ude A;. Sind alle A; abgeschlossen, so auch ﬂjeN Aj.

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

b)

Wir versuchen die Eigenwerte der Matrix A, abzuschatzen. Fir alle A € C gilt:

1-1 =2 0
pa,(A) = det(A,-I3A)=| -2 8- «a
0 o 1-2
(1-1)(8=-N)(1-A)—4(1-1)—-a’(1-1)
= (1=-M)B-)(1-1)-(4+a?)
= (1-1)(A-91+4-a?)

Sarrus

Daraus lesen wir ab, dass A; = 1 ein Eigenwert von A, ist fir alle a € R. Also ist A,, nach
der Charakterisierung im Abschnitt 18.12 der Vorlesung, nie negativ (semi-) definit. Die zwei
anderen Eigenwerte von A, sind die Nullstellen des Polynoms A?> — 91 + 4 — a? und somit

gegeben durch
9++/81—-4(4-a?) 9-+/81-4(4-a?)
/\2 - /\3 -
2 2
Wegen A, > 0 bestimmt nur das Vorzeichen von A5 die Definitheit von A,. Ablesen liefert: ist
la| < 2,s01ist A3 > 0 und damit A, positiv definit. Ist |a| = 2, so ist A3 = 0 und damit A, positiv
semidefinit. Ist schliellich |a| > 2, so ist A3 < 0 und damit A, indefinit.

(i) Seien zunachst A und B offen sowie xy € AU B. Dann ist xy € A oder x; € B und da beide
Mengen offen sind, existiert ein r > 0 mit U,(xqg) CA C AUB oder U,(xg) CBC AUB,



(ii)

(iii)

AUFGABE

womit A U B offen ist.
Seien nun A und B offen sowie xy € AN B. Dann gilt x5 € A und xy € B, womit ry,7, >0
existieren mit U, (xg) € A und U, (xp) € B. Mit r := min{r,r,} gilt also U,(xg) S AN B,
womit A N B offen ist.
Sei nun A offen und B abgeschlossen. Dann ist per Definition B¢ := R" \ {B} offen. Nach
HM 1 gilt

A\B=AnNB"

und da wir eben bereits gezeigt haben, dass der Schnitt zweier offener Mengen offen ist,
gilt dies insbesondere fiir A\ B.

Seien zunachst A und B abgeschlossen. Um zu zeigen, dass A U B abgeschlossen ist, zeigen
wir, dass (AU B)®, das nach den DeMorganschen Regeln mit A N B¢ {ibereinstimmt, offen
ist. Da A® und BC offen sind, folgt dies aus a). Um die Abgeschlossenheit von AN B zu
zeigen, weisen wir die Offenheit von (A N B)® nach, das mit A U B® iibereinstimmt. Die
Offenheit davon folgt wieder mit a).

Sei nun A abgeschlossen und B offen. Es gilt

A\B=ANB"

und letztere Menge ist nach dem bereits gezeigten abgeschlossen, da A und B¢ abgeschlos-
sen sind.

Seien alle A; offen und xq € ;e A;. Somit ist xo € A; fur mindestens ein jy € I, womit

ein r > 0 existiert mit U,(xo) C Aj € U Aj. Damit ist (J;e A; offen.

Seien nun alle A; abgeschlossen. Es gilt fur x € R"

xe(ﬁAJ-)C(:)xeﬂAj(:)EljeI:xeAj(:)EljeI:xeAjc@erA]C.
jel jel jel

Somit gilt (¢ A]-)C = Ujer A].C, was nach dem obigen Ergebnis eine offene Menge ist, da
alle A].C offen sind. Also ist (1);c; A; per Definition abgeschlossen.

26 (TutorIUM)

a) Seien B € R, n € N. Untersuchen Sie die Matrix

71 1
% 43/3 43/3
Bg=[3 3+3 3-3
131 8 31,¢
3 3 2 3 2

auf Definitheit.

b) Uberpriifen Sie die folgenden Mengen auf Offenheit und Abgeschlossenheit:

(

(i) M, :l(x,y)elR2:0<x2+5y2<1}
i) My ={(x,9) € R?: (x? +2 = 2xp > 3) A (v 2 1)} U{(0,0)}

c) Geben Sie je ein Beispiel einer stetigen Funktion f : R> — IR? an, sodass

(

(i) Das Bild einer (speziellen) offenen Menge O C R? unter f nicht offen ist.

ii) Das Bild einer (speziellen) abgeschlossenen Menge A C IR? unter f nicht abgeschlos-
sen ist.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix Bg. Fiir alle A € C gilt:

7.3 1 1
3 3 3
)(Bﬁ(/\) = det(Bﬁ—I3/\): % %+§;/\ %;g ].(_1)
1 4 4
3 372 3t2 A e
b
%;A 4 % 4%ﬁ (D2) %;A 4 % 4%5
= |3 3*t3-4 3-3 = BN 3 3+5-1 3-3
0 —B+A p-2A 0 -1 1
%_/\ % % 7 2
. £—A £ (1)
— 1 1 8 4 E Entw:nach _ 3 3
(ﬂ ) 8 30/\ 312 3-ten Zeile ) % %—/\ 1+
—
7 2 7 2
z—A 5 Z_) 2
= - 3 3 — 2— 3 3
(B-N3% 2, =B-ve-nE "t
3-A 2 Entw. nach
= (B-N(2-A 3 2 —A)(2-1)(3-2A
(B )‘ 3| e )2 - )3 )

Also ist sind die Eigenwerte von B gegeben durch f,2 und 3. Nach der Charakterisierung der
Definitheit im Abschnitt 18.9 der Vorlesung, ist By indefinit fur g <0, positiv semidefinit fur
B = 0 und positiv definit fir g > 0.

b) (i) Sei f:R? — R definiert durch f(x,y) = x*> + 592 fiir alle (x,y) € R%. Dann ist f stetig auf
R? und es gilt
M ={(x,9) € R*: 0< f(x,9) <1} = f7((0,1)).

Nach Satz 19.4 ist also M; als stetiges Urbild einer offenen Menge wieder offen.

Betrachte (ay)ren = ((%, 0))ken- Dann ist (21_k' 0) € M, fur alle k e N, aber limy_,,a; =0 ¢

M;. Also ist M nicht abgeschlossen, nach der Charakterisierung abgeschlossener Mengen
aus dem Abschnitt 19.2 der Vorlesung.

(i) Seien A = {(x,) € R?: (x*+y? ~2xy > 3) A(y > x)} und B = {(0,0)}. Dann ist M, = AUB.
Die Menge B ist offensichtlich abgeschlossen. Wir zeigen, dass A abgeschlossen ist. Dann
ist nach Aufgabenteil a) auch M, abgeschlossen:

Sei dazu (xx, Vi)ren eine gegen (xg, 7o) € R? konvergente Folge mit (xi, yx) € A fiir alle
k € IN. Somit gilt fiir jedes k € IN ist xﬁ + ylf — 2%,k = 3 und y; > x;. Wegen der Monotonie
der Grenzwerte folgt damit aber auch, dass limy_,, x,% + y]f - 2X3yk = x% + yg - 2x0Y9 = 3
und limy_, ., Yk = Vo = x¢ = limy_,, x¢. Also in der Tat (xq,yp) € A.

Es ist a; := (%,0) € (AUB)C = M2C tur alle k € IN. Ferner ist limy_,,, a; = 0. Aber, wegen
0eM,,ist0¢ Mg. Damit ist MzC nicht abgeschlossen und per Definition M, nicht offen.

c) (i) Sei f : R? — R? gegeben durch f(x,y) = 0 fiir alle (x,y) € R%. Dann ist das Bild jeder
offenen Teilmenge von R? (zum Beispiel IR? selbst) gerade {0}, also nicht offen.
Alternativ sei f(x,v) = (sin(x),cos(y)) fiir alle (x,y) € R%. Dann ist das Bild der offenen
Menge R? (oder auch (-27,27)?) unter f gerade [-1,1]?, also nicht offen.

(ii) Sei f : R? — IR? gegeben durch f(x,y) = (e¥,e¥). Dann ist das Bild der abgeschlossenen
Menge R? gerade (0,0)?, also nicht abgeschlossen.



Aurcask 27 (Usung)

Es sei m € IN. Untersuchen Sie jeweils die angegebene Funktion f : D — R" in 0 € D auf
Stetigkeit.

4 F R B definiert dusch f(s {g )(%) Jx), xeléz\{o},
x=0.

Ll - R?\{(0,0
b) f:R? — R definiert durch f(x,y) = {X2+3f2 sin(xp? =x%y),  (x,p) € R*\{(0,0)),

0, (x,9) = (0,0).
Z L—), R*\{(0,0)},
¢) f:R?>— R? definiert durch f(x,v): {( Vi ey? Vx2+}12)
(0,0, (x,9) = (0,0)
(1—cos(xp))sin(x+z) 3.
d) f:R3— R definiert durch f(x,7,z):= X r By2)€ le m%t x=0,
z (x,9,2z) € R° mit x = 0.

LOSUNGSVORSCHLAG

1 X
= , x€R\{0
a) Voraussetzung: Es sei f : R — R? definiert durch f(x {Sgsll?(x) A ) * 0 Mo}
r L) X =0U.

Behauptung: f ist stetig in 0.
Beweis: Es gilt

1 —0
|xsin(—)’ || =0
X

2 2 x—0
und |x[¥" = ¥ logllx) 25 1 wegen

1 , -1 2
lim x? log(x) = lim 0g(x) L lim X = lim o 0.
x—0 x—0 x72 x>0 =2x"3 x50 2

Somit sind beide Komponenten der Funktion stetig in 0 (aufSerhalb von 0 ist dies klar). Damit
ist f laut Vorlesung stetig in 0.

4xy 2_,2 2
- ’ » € R 0; 0 ’
b) Essei f : R?> — R definiert durch f(x,y) = {32+3’2 sinfxy” =x7y) Ex y; (0 (\)){( )
’ xly = ’ .
Behauptung: f ist in (0, 0) stetig.
Beweis: Es gilt wegen (x +y)? > 0, dass ¥2xy < x> + 2 und somit |2xy| < x> + p? fiir alle x,p € R.
Deshalb folgt fur (x, ) = (0,0)

2(x* +p° x9)=(0,0)
Flopl< (xzﬂi jsin (xp? - x2p)]| = 21sin (xy? - x| ZL00,
also
lim x,7v) = 0.
(x,y)—>(0,0)f( y)
Somit folgt, dass f in (0, 0) stetig ist.
- L—), R*\{(0,0)})
c¢) Voraussetzung: Es sei f : R? — R? definiert durch f(x,7) := {( Vatep? /32 +V2) .
(0,0), (x,)=(0,0)

Behauptung: f ist nicht stetig in (0, 0).



Beweis: Fiir (x,y) € R? \ (0,0) gilt
If (x,9) - f(0,0)| =1

und damit ist f in (0, 0) nicht stetig.

x3

(1—cos(xp))sin(x+z) R3 mit
d) Voraussetzung: f : R®> — R definiert durch f(x,y,z) = » (op2)€ 3 m% x#0 )
3 (x,9,2) e R°mitx=0

Behauptung: f ist in (0, 0,0) nicht stetig.
Beweis: Es gilt, dass

R® ={(x,9,2) e R’ : x20} U {(x,9,2) eR® : x=0}.

=:D, =D,

Wir setzen v’ := (0,0,0). Wir zeigen, dass f in v" nicht stetig ist. v° ist ohne Zweifel ein
Hiufungspunkt von R und es gilt f(v°) = 0. Fiir (v®) o mit v*) .= (k1—3, %, %) gilt v¥) € D, fiir

—00

ke N und v® X2 0, Aber fiir k € N gilt

(1—cos(g))sin(gs + 1) (1-cos(f5)) sin(g5+) koo 1
Fo®)y = k - k = - ki kl §¢O:f(v0).
K k8 3
Dies gilt wegen
1- -0 1 i 3 + —
cc2>s(x) x-0 1 und sin(x® + x) x—0 1
X 2 X

was beides mittels der Regel von L’'Hospital eingesehen werden kann. Alternativ betrachtet
man im ersten Fall die Potenzreihe des Kosinus und schreibt den zweiten Bruch um als
sin(x>+x) x34x _ sin(x3+x) 2.1

$Brxx T x34x (x4 1).

AUFGABE 28 (TuTORIUM)
Die Funktionen f, ¢ und h seien fiir (0,0) # (x,y) € R?> durch

X})2 xyZ x2y2

fxy): 8(x): h(x,y) = 297+ (=2

T x+y? T x4y
gegeben und f(0,0) := g(0,0) := h(0,0) := 0. Zeigen Sie:
a) Die Funktion f : R? — R ist stetig.

b) Die Funktion g ist in (0, 0) nicht stetig, aber g ist im Nullpunkt lings jeder Geraden stetig:
Fir jedes feste ¢ € R gilt g(rcos(¢), rsin(¢p)) — g(0,0) fir r — 0+.

c) Die Funktion £ ist in (0, 0) nicht stetig, aber die Grenzwerte

limlimh(x,y) und limlimh(x,7p)

x—0y—0 y—0x—0

existieren und stimmen mit h(0, 0) Uberein.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: f ist stetig in jedem (x(, 7o) € R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen.



Sei (xt, vi)ken € (RPN mit limy_o (x5, x) — (0,0) und (x,vx) # (0,0) fiir alle k € IN beliebig.
Dann gilt wegen (x —y)? > 0, dass 2xy < x% + y? fiir alle x,y € R. Es folgt

2 2, 2
Xi + Vi yxl

Xk Yy
X, = < — === > 0=1(0,0

fir k — oo. Damit ist f stetig in (0, 0).

1

b) Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn (-3, %) — (0,0) fir k — oo, aber

k
¢(w37)= E L 0o
k2" k Lk 2 ’

fur k — oo.

Sei @ € R beliebig. Angenommen, cos(¢) = 0. Dann ist sin(¢) = 0 und

13 cos(¢p)sin®(¢)

i

g(rcos(),rsin(p)) = =0—0=g(0,0)

" 12cos?(¢) + résin®(¢)

fir r — 0+. Ist cos(¢@) # 0, so ist trotzdem

3 in2 in’
r° cos(g)sin ((Z)( _, cos(¢)sin”(¢) — 0=¢(0,0)

@) cos?(p)+r? sin4((p)

glreostp) rsint)) = o)+ risin

fur r — 0+.

c) Die Funktion h ist unstetig in (0,0), denn (%, %) — (0,0) fur k — oo, aber

11\ =
——:k—: =
h(k,k) K= 140=h(0,0)
k4
fur k — co.
Sei x # 0. Dann gilt
x%y? 0
hx,v) = - =0
)= T =y T 0r (0P
~——
>0

firy — 0. Ist x =0, so ist h(x,y) = 0 — 0 fur y — 0. Also gilt in der Tat lim,_,lim, ,oh(x,y) =
h(0,0) = 0. Wegen h(x,y) = h(y, x) fur alle x,y € R gilt auch lim,_,olim, o h(x,y) = h(0,0) = 0.

Avurcask 29 (Usune)

Es sei D := U;((0,0))\ {(0,0)} C R%. Untersuchen Sie jeweils fiir die angegebene Funktion f ob

der Grenzwert ( l)in?0 O)f(x,y) existiert und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.
x,9)—(0,

a) f:D — Rdefiniert durch f(x,p):= _sin(x’y)

e’ cos(xy) ’

k+3 +xk k+2

b) f:D — R definiert durch f(x,p):= 52

xR gy2ke fur ein k €N,

¢) f:D — Rdefiniert durch f(x,y):= (1 —e|x +y|)X/(x2+V2).



LOSUNGSVORSCHLAG
Es sei D := U;((0,0))\ {(0,0)} c IR?.

. Gej f - L ._ _sin(x’y)
a) Voraussetzung: Sei f : D — R definiert durch f(x,p) := — .

e¥” cos(xp)

Behauptung: Es gilt limy ) ,(0,0) f(x,9) = 0.
Beweis: Sei (w;),eN = (X, Vi) neN eine Folge in D mit w,, — (0,0) fiir n — oo, das heifit x,, —» 0
und y,, — 0 fir n — oo. Fiir alle n € IN gilt

Sin(xﬁ}’n)

eV Cos(xnyn)‘

f(wn) = f(xn;yn) =

Ferner haben wir
lim e% = 1 = lim cos (X, Vy)-

n—00 n—-00

Aus der Stetigkeit des Sinus und sin 0 = 0 folgt damit insgesamt

|f (wy)l =0
fir n — co. Somit existiert lim y y) (0,0 f (%, ¥) =
. L. xk—lyk+3+xkyk+2 .
b) Voraussetzung: Sei f : D — IR definiert durch f(x,p) := v mit k € IN.
Behauptung: Es existiert 1)11’1’(1 f(x,v) nicht.
0,0)
Beweis: Es gilt
2k+2
. 1 () 11
lim (—,—)zhm CT 5 = lm - =
n—oo” \n' n n—o0 ( ) + 4(1) + n—oo5 5
n n

Fiir jedes x € R und y = —x gilt fir jedes k € IN

xk—lyk+3 + xkyk+2 — (_1)k+3x2k+2 + (_1)k+2x2k+2 =0,

denn k + 2 ist genau dann gerade, wenn k + 3 ungerade ist. Folglich ist

1 1
lim f(—,——) = lim 0 =0.
n— oo n n n— oo

Wegen (1/n,1/n) — (0,0) und (1/n,-1/n) — (0,0) fir n — oo und % # 0, existiert daher

lim  f(x,y)nicht.
(%,9)—(0,0)

c) Voraussetzung: Sei f : D — R definiert durch f(x,y) := (1 —elx+ yl)"/(x2+3’2).

Behauptung: 1)1rr(1 f(x,v) existiert nicht.
0,0)

Beweis: Es gllt

und )
lim f(—l,—l)z lim (1—%) ’ — e°,

n—-00
Wegen (1/n,1/n) — (0,0) und (-1/n,-1/n) — (0,0) fir n — co und e® # e ¢ existiert daher

hrn f x,v) nicht.
(xy)—



AurGABE 30 (TuTorIUM)
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f : IR?> — R auf Stetigkeit.
2.3
s (LY €R\((0,0)),

a) f:R> >R, f(x):= {W’
Y 0, (x,9) =(0,0).

_ eyt 2
b) fR2 R flxy) | e Y ERAMO0)
2, (x:})) = (0, 0)

o 2
) :]RZ SR, ( : ):: (1+ |xy|) ’ (x’}/)EIR \{(0,0)},
°) f fy {1, (x,v)=(0,0).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Voraussetzung: Sei f : R? — R definiert durch

2x%y° 2
8.4 (x;y)EIR \{(0,0)},
flxy) = {7
/ {0, (x,v)=(0,0).

Behauptung: f ist nicht stetig in (0, 0).
Beweis: Wir betrachten die Folge (w,,),en in R? mit w, := (1/n,1/n?) fiir alle n € IN. Es gilt
w,, — (0,0) fur n — oo. Fur alle n € IN haben wir

2.1/n?. (1/;12)3
f(wn) =

—=1-120=£(0,0)
1/n8+(1/n2)

fir n — oco. Somit ist f nicht stetig in (0, 0).

b) Voraussetzung: Sei f : R> — R definiert durch

f(x y) — %’ (x,y):t(0,0),
2 (x,9) = (0,0).

Behauptung: f ist stetig in (0,0).
Beweis: Fiir alle (x,y) € R?\ {(0,0)} gilt

o) X% +p? VxeZrpZ+1+1 (x2+y2)(\/x2+y2+1+1)

X, = . =

Y VX2+p2+1-1 (x2+yp2+1+1 (x> +p2+1)-1
=2 +y?2+1+1.

Somit haben wir fiir (x,p) = (0,0)

fxy)=+/x2+92+1+1 > V02+02+1+1=2=f(0,0)

fur (x,y) — (0,0), das heif3t f ist stetig in (0, 0).




c¢) Voraussetzung: Sei f : R? — R definiert durch

s k)T, (xy)=(0,0)
flxp) =
oY {1, (x,) =(0,0).

Behauptung: f ist nicht stetig in (0, 0).
Beweis: Fur alle x € R\ {0} gilt

w2 1 1 In(1+x2
50 = (132057 =exp( Sy in(1 4% =exp 52 ).
Mit der Regel von L'Hospital sieht man —ln(ltm — 1 fiir t — 0. Ferner gilt x> — 0 fiir x — 0.

Wegen (x,x) — (0,0) fur x — 0 und weil die Exponentialfunktion stetig ist, haben wir damit

(1 ln(1+x2))x2_:t l_ln(1+t))

PR = limexp(2 "

lim f(x,x) = limexp lim

x—0 x—0
:exp(%-l):\/gil = £(0,0).

Also ist f nicht stetig in (0, 0).



