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HOuERE MATHEMATIK Il FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOsuNGSVORSCHLAGE zuM 7. UBUNGSBLATT

Aurcask 37 (Usuna)
Betrachten Sie die Funktionen f : D — R* und ¢ : E —» R mit D = {(x,y) €eR?: x,p> 0} und
E= {(x,y,z) eR?:z> O}, sowie
f(x,v) = (log(xy), cos(x* + ), &%) und 2(x,v,2) =" +yz+log(z)
a) Berechnen Sie die Ableitungen f’,g’.
b) Berechnen Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitung (go f)’.

c) Berechnen Sie die Ableitung (g o f)’, indem Sie g o f explizit berechnen und dann ableiten.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Da alle partielle Ableitungen stetig sind, ist f differenzierbar und es gilt fur alle (x,y) € D:

2 oh

o (0y) o (x) 1 L
floy)=| Py 92(xy)|=|-2xsin(x2 +y) —sin(x? +y)

d d X

Ry Flwy) ¢ 0

Ebenfalls ist g differenzierbar und es gilt fur alle (x,v,z) € E:
’ 9 d 1%
gy =(Fxna) Fwpa) Fepa)=(e 2 ped)

b) Fir alle (x,y) € D gilt
gf(xy)=(xy € cos(x?p?)+e7).
Dementsprechend ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel

(gof)(xy) =8 (f(x,9)- (%)

2

(y —2xe*sin(x? +p) + 1 +eXcos(x® +y) x—e*sin(x

+9))

(y +e¥(cos(x? +y) - 2xsin(x®> +p))+ 1  x—e*sin(x? + y))

tur alle (x,y) € D.

c) Direkte Rechnung ergibt
(g0 f)(x,y) =xy+e*cos(x? +p) +x



tur alle (x,v) € D. Dementsprechend ist

(gof)(xv)

(a<gof> a(gof))
ox dy

(y +e¥cos(x? + ) - 2xe¥sin(x?> +y) + 1 x—e*sin(x? + y))

(y +e*(cos(x? + ) - 2xsin(x?> + 7))+ 1 x—e*sin(x? + y))

fur alle (x,y) € D.

AurGABE 38 (TuToRrIUM)
Betrachten Sie die Funktionen f,g,h: R? — R?, welche durch

flop)=(%y?),  gloy)=(sin(xp),e™),  hix,y) = (e* cos(y), sinh(x))
fiir alle (x,y) € R? gegeben sind.
a) Berechnen Sie die Ableitungen f,¢’, I’
b) Berechnen Sie mit Hilfe der Kettenregel die Ableitungen (go f),(hog)’.

c) Berechnen Sie die Ableitungen (go f)’,(hog)’, indem Sie go f bzw. ho g explizit berechnen
und dann ableiten.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Da alle partielle Ableitungen stetig sind, sind f, ¢ und h differenzierbar und es gilt fur alle

(x,y) eR?
oh oh
(%) 3—(%}’) 2x 0
'(x,7) = Jx Y :( ),

(%) %—i‘(x,y) _[ycos(xy) xcos(xp) .
(xy) Ly | e e JOONE
) Y

h oh
/ |y G (efcos(y) —esin(y)
h(x,y)—{% : _(Cosh(x) 0 )

b) Fiir alle (x,y) € R? gilt
y2cos(x?y?) x?cos(x?y?)

g (f(x,v) = ( Y e ), sowie

W (g(xy)) = (

esin(xy) cos(e"*?) _esin(xy) Sin(exﬂ])
cosh(sin(xy)) 0

Dementsprechend ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel

, o , _(2xy?cos(x?y?)  2x*ycos(x’y?) _
(g0 f)(xy) =g (f(x,)-f(xy)= ( D ey 2yex2+y2 , sowie



(hog)(x,y) =h(g(x,))-&'(x,y)
vy cos(xy) cos(eXt¥)esin(xy) — eX+9esin(Y) 5in (e¥+Y)  x cos(xy) cos(eXt?)esin(XY) — eX+Y sin(y) sin (eX+7)
v cos(xy)cosh(sin(xp)) x cos(xy)cosh(sin(xyp))

fiir alle (x,y) € R2.
c) Direkte Rechnung ergibt
(g0 f)xy) = (sin(x292) e<*"), sowie

(hog)(x,y)= (esm("y) cos(e**?) sinh(sin(xy))).
fiir alle (x,y) € R?.

Dementsprechend ist

ox J
d(gof),  d(gof),

dx dy

(gof)(x)

[a(gOf)l 9(gof ) ]

= (y +e*cos(x? +y) - 2xe*sin(x?> +y)+1  x—e*sin(x? + y))

= (y +e*(cos(x? + ) - 2xsin(x?> +p))+1 x—e*sin(x? + y)), sowie

’ 0 F)
(hog)(x,y)= [amfg)z Alhog)s

d(hog);  d(hog); ]
dx dy

cos(xp)esin) cos(e¥+Y) — SN XY sin(eXtY)  xcos(xp)esMY) cos(e¥tY) — eSNY) X HY gin(eX*Y)
y cos(xy)cosh(sin(xy)) xcos(xy)cosh(sin(xy))

tur alle (x,y) € D.

Aurcask 39 (Usuna)
Betrachten Sie die Funktion f : IR?> — R?, welche durch

_ [cosh(x)cos()
flxp)= (Sinh(x) Sin(}’))

fiir alle (x,y) € R? gegeben ist.

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U 3 (log(2),5) und eine offene Menge V > (0,%)
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der
Umkehrfunktion in (0, %).

b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x,p) € R? mit x > 0 lokal invertierbar ist, aber dass f
auf dieser Menge nicht injektiv ist.
LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen vorbereitend fiir alle (x,y) € R*:

flxy) = [%(x,y) %(x,y)] = (Sinh(x)cos(y) —cosh(x)sin(y)

Y
L(xy) Pixy)| \cosh@)sin)  sinh(x)cos(y)



a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes (19.11) sicher. Es ist in der Tat

T cosh(log(2) cos(ﬂ)
f(log(2), 2) (smh (log(2 sm(%z) :] ( )

Wir versuchen die Inverse von

zu berechnen:

5 5 4
((5) -3 1 O)IN(Z 05 0 1)|--4 ~(1 0 o4
>0 01 0—110|-f—3)01—§

S il
T —

Also ist f’ (log ) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuch-
ten offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fir die Ableitung der
Umkehrfunktion f~1: V — U

(ol )3 (

b) Es gilt nach obiger Rechnung

det(f’(x,9)) = sinh?(x) cos?(y) + cosh?(x)sin?(y)

fiir alle (x,) € R?>. Wegen sin(y) =0 & y e nZ und cos(y) =0 & p € n(% +Z) werden die sin?

bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(x,y)) > 0 fiir alle (x,y) € R? mit
x # 0. Damit ist der Umkehrsatz tiberall anwendbar, d.h. f ist tiberall lokal invertierbar.

Wegen
Flx,p+2m0) = cosh(x)cos(y + Zn)) B (cosh(x)cos(y)

sinh(x)sin(y + 2m) |~ sinh(x)sin(y)) =f(x%y)

fiir alle (x,v) € R? (mit x > 0) ist f nicht injektiv.

AurGase 40 (TuTtorium)
Betrachten Sie die Funktion f : R? — RR?, welche durch

(2 + arctan(x))sin(p)
—e* cos(y)

f(xp)=

fiir alle (x,p) € R? gegeben ist.

a) Zeigen Sie, dass es eine offene Menge U > (0, %) und eine offene Menge V > (\/E,——
gibt, so dass U durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Berechnen Sie die Ableitung der

Umkehrfunktion in (\/E, -

b) Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (x,y) € IR? lokal invertierbar ist, aber dass f : R> — R?
nicht injektiv ist.



LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen vorbereitend fiir alle (x,y) € R?:

Ly FPxy)

| ZL(xyp) afz( x,9)

() )
—e*cos(y) e*sin(y)

a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes (19.11) sicher. Es ist in der Tat

n ) _ ((2 + arctan(O)))s n(% )] _ (_\/é]

0,—
f( 4 e%cos I

Wir versuchen die Inverse von

2

zu berechnen:
¥ V210 (2 V2
AN 0 A2
V2
2
0

27

Also ist f ’(O, %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuchten offenen
Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

fv-u
{4 Bl 3 e

b) Es gilt nach obiger Rechnung

N

—_ =
—_ O
N—
T

IS}

—_ W=

| 2

e
"

N

3
¥2
3

5

sin?(y)e*

a2 ¢*(2 + arctan(x)) cos*(y)

det(f’(x,)) =
fiir alle (x,y) € R%. Wegen sin(y) = 0 © y € nZ und cos(y) = 0 © p € 7t($ + Z) werden die sin?
bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(x,y)) > 0 fiir alle (x,y) € R?.
Damit ist der Umkehrsatz uiiberall anwendbar, d.h. f ist uiberall lokal invertierbar.

Wegen

floy+2m) =

(2 +arctan(x))sin(y + 27()) _ ((2 +arctan(x))sin(y) - f(xy)

—e*cos(y + 2m) —e* cos(y)

fiir alle (x,v) € R? ist f nicht injektiv.



Aurcask 41 (Usung)
Essei D = {(x,y,z) ER3: (x+yp+z>1)A(p+z> —1)} und F : D — R definiert durch

1
F(x,y,2) = 1+y+z+log(x+y+z—1)

fur alle (x,y,z) € D. Zeigen Sie, dass eine offene Menge (\/LE, 0) € U C IR? und eine offene Menge

1 € V C R, sowie ein g € C}(U, V) existieren mit F(x,y,z) = 0 & z = g(x,) fiir alle (x,y) € U und
alle z € V. Bestimmen Sie aulerdem g’(\/%, 0).

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: F € C}(D). Ferner gilt

F L 0,1 ! +1 1+0+1 1 L 1 0
Y =T 0O I - =Z—==Y
Ve 1+o+1 " 8\e 272
sowie

( JF JF

F'(x,9,2) = (5 X2 —y(x,y,Z) %(x,y,Z))

1 1 + 1 1 + 1
- (x+y+z—1 (14y+2)? ~ x+y+z-1 (1+y+2)? x+y+z—1)

tur alle (x,y,z) € D. Insbesondere ist

OF(1 . 1 . 1 Lo
Y, = - = e—— ‘
dz \ e (1+0+1)2 \Lf+0+1—1 4
e

Nach dem Satz tiber implizit definierte Funktionen (19.12), existieren U, V und g mit den
geforderten Eigenschaften. Auierdem folgt

1
1 0)=—(‘9_F(L,o,1))1.(%(%,0,1) %(%’0’1)>:‘(1+ﬁ‘/51)-

AurGasE 42 (TuTOoRIUM)
Betrachten Sie die Gleichungen
rpi-ut+0v2=0 und x> +2p7 - 3ut + v’ =1

mit (x,p,u,v) € R*. Zeigen Sie, dass durch diese Gleichungen auf einer offenen Menge
(0,0) € U C R? zwei Funktionen u,v € C'(U) mit u(0,0) = v(0,0) = 1 implizit definiert
werden. Berechnen Sie u’(0,0) sowie v’(0,0).

LOSUNGSVORSCHLAG

Definiere G : R* — R? durch

x2+y?—u?+v?

GOy v)={ 2 02 32 4 407 -1



tur alle (x,y,u,v) € R?. Die Aufgabe besteht offenbar darin, die Gleichung G(x,y,u,v) = 0 in
der Nahe des Punktes (x,y,u,v) =(0,0,1,1) nach (u,v) aufzulosen.

Klar: G € C!(R*). Ferner gilt

G(0,0,l,l):( 0%2+0%—(1)>+(1)? ):(0)’

02+2-02-3-(1)2+4-(1)>-1) " \o
sowie
JG JG JG JG
, (%, y,u,v) a—yl(x,y,u,v) “Hxyuv) ZFHxy,uv)
Gxy,uv) = |56, 9G, 9G, 9G,
2 (xy,u,v) a—y(x,y,u,v) SHxyuv) (Y, u,v)

2x 2y -2u 2w
2x 4y —6u 8v

fiir alle (x,v,u,v) € R%. Versuche die (2 x 2)-Matrix a(au—Gv)(O, 0,1,1) zu invertieren:

JG 2 21 0\ 43 (-2 2 1 0|«
(a(u,v)(0,0,l,l)llz) ~ (_6 0 1) . ~(0 5 3 1) j.<_1>

) 4 -1\ 1(-%) (1 0 -2
0 —31|-%f 01 -3

G -
[12|(m(o,o,1,1)) ]

N O o

(SIERSTE
S —

Nach dem Satz uber implizit definierte Funktionen (19.12) existiert eine offene Menge (0,0) €
U CR?, eine offene Menge (1,1) € V C R?, sowie ein g € C! (U, V) mit

G(x,y,u,v) =0 (u,v) = (81(x,9),&(x,p))

fur alle (x,y) € U und alle (u,v) € V. Fir die Ableitung g’ gilt

) Ple a6
g(xy)= —(a(u,v)(x,%g(x,y))) -a(xly)(x,%g(x,y))

tur alle (x,y) € U. Insbesondere gilt fiir (x,y) = (0,0)

_ 1
w03 2 39

Damit ist u’(0,0) = (0,0) = v’(0,0).



Aurcask 43 (Usung)
Bestimmen Sie alle Stellen lokaler Extrema der jeweiligen Funktion

g: R?> > R, g(x,v)= 2x% - 3xy + 2}’3 -3 Vixy)e R?

und entscheiden Sie, ob es sich dabei um Maxima oder Minima handelt.

LOSUNGSVORSCHLAG

Klar: ¢ € C%(IR?). Berechne g’. Es ist
, 1% 1%

fiir alle (x,y) € R2. Nach Satz 19.17 der Vorlesung ist g’(xo,o) = 0 eine notwendige Bedingung fiir
jede Stelle (xg, 7o) € R? eines lokalen Extremums von g. Berechne diese kritischen Punkte:

g(xy)=0 o (6x°-3y=0)A(-3x+6y? =0) & (x=2y%) A (6x* = 3p)
& (=22 A 4yt =3p) e (k=p=0)v(r=y=1]

Also sind (xg,v9) = (0,0) und (x1,y;) = (%, %) genau die kritischen Punkte von g.
Berechne nun H,. Es ist

d%g

Hq(x,y) = [ a(;c%x

82

(%y) 755 (0) _(12x —3)
0? -

W(x,y) Wgy(w)

-3 12

fiir alle (x,y) € R?.

* Untersuche Hg(xp,0) =: A durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charakteri-
stische Polynom p, ist durch

-A -3

palt) =detta -t = |7y 3

’: A2 -32=(1=3)(A+3)

fur alle A € C gegeben. Also sind +3 die Eigenwerte von A. Nach der Charakterisierung aus
Satz 18.12 der Vorlesung ist also A indefinit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat g in (x(, )
kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

* Untersuche Hgy(xy,y1) =: B durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charakteri-
stische Polynom pjp ist durch

6-1 -3

poh) =det(- a1 = ° 1 )

': (6-1)2=32=(3-1)(9-1)

fur alle A € C gegeben. Also sind 3 und 9 die Eigenwerte von B. Nach der Charakterisierung
aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also B positiv definit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat g in
(x1,91) ein lokales Minimum.



AUFGABE 44 (TuTOoRIUM)

Bestimmen Sie alle Stellen lokaler Extrema der jeweiligen Funktion und entscheiden Sie, ob es

sich dabei um Maxima oder Minima handelt.

a) $:R2 >R, g(x,y)=xy+x-2y-2 VY(x,p) € R?

b) h:R? > R, h(x,y) = (2x+ 2y +3)e ™ ¥

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Klar: g € C?(IR?). Berechne g’. Es ist

Y(x,v) € R?

g'(xy)= (ax(xy) z—i(x,y)):(gwl x—2)

fiir alle (x,y) € R?. Nach Satz 19.17 der Vorlesung ist g’(x(, v9) = 0 eine notwendige Bedingung
fiir jede Stelle (xg, o) € R? eines lokalen Extremums von g. Also ist (xg, ) = (2,—1) der einzige
kritische Punkt von g.

Berechne nun H(xg, 3p). Es ist

5 5
s [axfx(x,y) axgy(x,w]_(o 1)
3 =
3y§x(x;y) ayégy(xfy) 10

fiir alle (x,y) € R%. Untersuche Hg(x0,90) =: A durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definit-
heit. Das charakteristische Polynom p4 ist durch

-A 1

pa) =derta-an) = |71

‘:/\2—1:(/\—1)(/\+1)

fur alle A € C gegeben. Also sind +1 die Eigenwerte von A. Nach der Charakterisierung aus
Satz 18.12 der Vorlesung ist also A indefinit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat f in (xq, )
kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

Klar: h € C?(IR?). Berechne h’. Es ist
W(x,y) = (%(x,y) %(x,y)) =2V (1 -x(2x+2p+3) 1-p(2x+2y+ 3))

fiir alle (x,y) € R?. Nach Satz 19.17 der Vorlesung ist h’(x(, o) = 0 eine notwendige Bedingung
fiir jede Stelle (xg, o) € R? eines lokalen Extremums von h. Berechne diese kritischen Punkte:

W(x,)=0 & x(2x+2y+3)=y(2x+2y+3)=1
& (x:y¢O)A(x(2x+2x+3):1)
3 1
& (x=yp=z0)A x——:
e x= yA[xe V64 4 8 V64 4})

o tepnfee{-g))

Also sind (xg,v9) = (-1,-1) und (x1,1) = (% % genau die kritischen Punkte von h.



Berechne nun Hj,. Es ist

%k %k
xdx (x’ y) X (x’ y)
Hu(x,y) = [aagq i

W(X:y) W(X:}))
eV 4x3 +4x°y + 6x2 —6x -2y -3 4x?y+4xy® + 6xy —2x -2y
4x%y +4xy? + 6xy - 2x -2y 4y +4xp? +6y> —2x -6y -3

fiir alle (x,y) € R?. Insbesondere ist

Hpy(x,x)

D25 8x3+6x2—8x-3  8x3+6x?—4x
8x3+6x2—4x 8x3+6x>—-8x-3

fur alle x € R und

2 (3 2 1(9 1
~— ~—
=A =B

* Untersuche A durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charakteristische
Polynom p, ist durch

pa(d) =det(A-AL) =

3-12 2
2 3-2

]:(3—A>2—22=<1—A><5—A>

fir alle A € C gegeben. Also sind 1 und 5 die Eigenwerte von A. Nach der Charakteri-
sierung aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also A positiv definit. Damit ist auch Hj,(x, vp)
positiv definit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat & in (x(, ) ein lokales Minimum.

* Untersuche B durch Bestimmung der Eigenwerte auf Definitheit: Das charakteristische
Polynom pp ist durch

pp(A) =det(B—AlL,) =

9-1 1
1 9-1

‘:(9—AV—12:(8—AM10—A)

fur alle A € C gegeben. Also sind 8 und 10 die Eigenwerte von B. Nach der Charakterisie-
rung aus Satz 18.12 der Vorlesung ist also B positiv definit. Damit ist Hy(x;,v;) negativ
definit. Nach Satz 19.17 der Vorlesung hat h in (xq,y;) ein lokales Maximum.
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