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Aurcase 45 (Usunc)

Es seien
A= [(xl,xz) eR?: x7 +2x3 = 6} und B= [(yl,yz) eER*:y +y, = 5}.
Zeigen Sie, dass ein xy € A und ein y, in B existiert, mit
o~ oll=d(4,B):= inf_{llx—y).
Berechnen Sie den Wert von d(A, B) mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange.

LOSUNGSVORSCHLAG

Fir x=(2,1) und y = (4,1) ist x € A und y € B. Damit ist |lx - y|| = 2 > d(A, B). Ferner gilt fur alle
x=(x1,x) €A
Ixl? = %2 +x3 <x?+2x2 =6 <9,

also ||x|| < 3. Ferner gilt fur alle y € B mit ||y|| > 5
llx =yl > [llxll = lIplll = Il = llxl][ > 5-3 =2 > d(A, B).

Ist ||x]|* + ||y||2 > 36, so ist nach Obigem ||y||2 > 36— ||x]|* > 25, also Ilvll > 5 und [|x—y|| > 2.
Betrachte f : IR* — R definiert durch

Fxr,x2,91,92) = (X1 =91, %2 = 9)II?

fiir alle (x1,x5,91,9,) € R%. Klar: f € C'(R*). Ferner sei h: R* — R? definiert durch

xf+2x§—6)

h(x1,%2,91,92) =
(x1,%2,91,92) (y1+y2—5

fiir alle (x1,x,,v1,v,) € R%. Ebenfalls klar: h € C!(R%,IR?). Nach obiger Rechnung gilt f(x1,x5,v1,v5) >
4 fiir alle [|(x1,%,,91,2)|| > 6 und f(2,1,4,1) = 4, wobei h(2,1,4,1) = 0 und [|(2,1,4,1)|| = V22 < 6. Es
folgt also

inf{f(v): v e R* Ah(v) = 0} = inf{f (v) : v € ([v]] < 6} A r(v) = 0} = inf f(v)

ve
mit S = h~! ({0})N{|jv]| < 6}. Da h stetig ist und {0} C IR? abgeschlossen, ist auch h~! ({0}) abgeschlossen.
{|lv]| < 6} ist ebenfalls abgeschlossen, wie man uber die Folgencharakterisierung einfach feststellt.
Damit ist S beschrankt und abgeschlossen, also nach Abschnitt 19.18 der Vorlesung kompakt.



Ebenfalls nach Abschnitt 19.18 der Vorlesung, existiert ein vy € S mit

f(vo) = min f(v).

ves

Die gesuchten Vektoren sind also gerade xy = (v{,v,) bzw. yy = (v3, v4).

Die Stelle vy des globalen Minimums von f unter der Nebenbedingung h = 0 ist natiirlich auch
eine Stelle eines lokalen Extremums von f unter der Nebenbedingung h = 0. Wir wenden die
Multiplikatorenregel von Lagrange (19.19) an, um diese zu identifizieren: Es ist

, 2x1 4x, 0 O
h (xlleIleyZ):( 01 02 1 1)

fiir alle (x1,%5,91,v2) € RY. Wegen h(x;,x5,91,2) = 0 = x1,x; # 0, hat h” auf h~! ({0}) den vollen Rang
2. Es existiert 1y = (/\(1),/\%) € R? mit

grad L(v, /\(1), /\g) =0,
(wobei L(v, Ay, /\g) = f(v)+ ATh(v)). Somit ergeben sich daraus die Gleichungen

£ (w1,v2,v3,v4) = =Ao "W (v1,v5,v3,v4).

und die Nebenbedingungen h(vy,v,,v3,v4) = 0, was die sechs Gleichungen

2wy —v3) = —2v,AY (1)
2vy—vy) = —41/2/\(1) (2)
—2(vy—v3) = -A) (3)
“2(vy-vy) = -A) (4)
vi+2v3 = 6 (5)
vz+vy = 5 (6)

liefert. Wir wollen zunachst )\(1) # 0 einsehen: Ware /\(1) =0, dann folgte aus (1) und (2) v; = v3 und
v, = v4. Dann wire mit (6) v; =5 —v, und mit (5) (5-v,)% + 21}% =6, bzw. v% - 1—301/2 + % = 0. Wegen

2
(%) < 13—9 hat diese Gleichung keine reellen Lésungen. Also ist in der Tat A? = 0.
Einsetzen von (3) in (1) und (4) in (2) liefert

20149 = -19 = 4w, ).
Da /\(1) # 0 nach Obigem, muss
v = 21/2 (7)

gelten. Einsetzen in (5) liefert v% =1, also v, € {-1,1}. Differenzbildung von (3) und (4) liefert
(vi —vy) + (v4 —v3) = 0. Einsetzen von (7) und (6) liefert v3 = 5+2v2. Wieder (6) liefert schliefdlich

vy = 252, Zusammenfassend ergibt sich:

5+v 5-v
vy = 27/2, '02{—1,1}, V3 = 2 2, = 2

Insgesamt also v € {(-2,-1,2,3),(2,1,3,2)}. Wegen f(-2,-1,2,3) = (-2 —2)?> + (-1 - 3)> = 32 und
f(2,1,3,2) =(2-3)?>+(1-2)>=2ist v=(2,1,3,2) und d(A,B
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AUFGABE 46 (TuTOoRIUM)
Essei f : IR — R definiert durch

f(,p,2):=(x+y+2)

und der Ellipsoid
C:={(x,9,2) e R®|x* +29% + 22%> = 1)

gegeben. Bestimmen Sie max(f(C)) und min(f(C)).

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir definieren /i : R® — R durch h(x,7,z) := x*+2y? + 222~ 1. Dann ist h € C}(R3,R) und C = k= ({0}).
Da {0} abgeschlossen und # stetig ist, ist C abgeschlossen. Aufierdem gilt fur (x,y,z) € C, dass

ey, 2)l1 = (xz +y° +22)1/2 < (x2 +2y97 + 2272)1/2 =1.

Damit ist C beschrankt und nach Satz 19.8 daher insgesamt kompakt. Da f stetig ist, existieren
somit a,b € C mit f(a) = min(f(C)) und f(b) = max(f(C)).

2x
Sei (x,y,z) € R%. Dann gilt Vh(x,y,z) =| 4y | Folglich haben wir die Aquivalenz

4z

Vh(x,y,z) hat vollen Rang. = (x,9,2)€ R3\ {(0,0,0)} =: M.

Bs gilt f,h e C!(M,R) und C C M. Somit existiert fiir jedes Extremum (x, v, zo) mit der Nebenbe-
dingung h(x(,v¢,2¢) = 0 ein Lagrangemultiplikator A € R mit

1 XO
Vf(x0,%0,20) = =AVh(x0,90,20) & (Xxo+vo+20)| 1 |=-A| 230 |. (8)
1 220
Wir schreiben dies als
1+2 1 1 Xo 0
1 1+22 1 1 v |=|0 (9)
1 1 1+24 )| z 0
—A(N)

und stellen fest, dass

det(A(A) = (1+A)(1+21)2+1+1—(1+2A)=2(1+2A)
=(1+A)(1+41+41%)-1-51
=817 +4)°
=4A%(A+2)
gilt. Damit folgt:
A(]A) ist invertierbar. < A¢{-2,0}.

Fur A € {0,-2} 16st also nur (xg,0,20) = (0,0,0) die Gleichung (9). Da aber (0,0,0) ¢ C gilt, folgt
A €{-2,0} in jedem Extremum von f auf C.



Sei A = 2. Durch Gaulumformungen erhalt man

-1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 0 -2
-3 1 |—| 0 -2 2 |—| O -1 |]—]0 1 -1
1 1 -3 0o 2 -2 0 0 O 0 0 O
X0
(X0, 90, 20) 16st Gleichung (9) also genau dann, wenn es ein a € Rgibt mit| vy |=a| 1 | FiraeR
20 1
gilt
2 2
al 1 |leC < h(a 1 ):0
1 1
= (2a)*+2a%*+2a°-1=0 ae[—ii}.
V8 V8

Wir definieren

2 2
L_zzz{—L L2 g }
1

N e

Sei A = 0. Dann folgt mit Gleichung die Identitat xq + yo + 2o = 0. Dann haben wir fir jedes
(x,9,2) € R
f(x,9,2) 20 = f(x0,90,20)-

f hat auf C somit das Minimum 0, falls
Ly:=Cn{(x,9,2) eR’ | x+y+z=0}

0

nicht leer ist. Dies ist der Fall, da vj := —% € L gilt.
1
2
Als mogliche Punkte fiir die Extrema von f auf C kommen nach den bisherigen Uberlegungen nur

die Elemente von L_, und L in Frage. Fur v € L gilt f(v) = 0 und fiir v € L_, erhdlt man durch
Einsetzen f(v) = 2. Damit ergibt sich insgesamt min(f(C)) = 0 und max(f(C)) = 2.

Aurcask 47 (Usunc)

Bestimmen Sie alle lokalen Minima und Maxima der Funktion f : R? — R,

flxy) = 4%~ 3xy

auf der Menge
D:={(x,y) e R? | x? +y2 <1}

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir untersuchen f € C?(IR?, R) zunichst auf lokale Extremstellen in U;(0). Dazu berechnen wir

Vix,y)= (Sx_;;y): (8)<:)x:y =0.



Fir die Hessematrix von f gilt
8§ -3
Hf(x’y):(_3 0)’
was somit auch die Matrix A := H(0,0) ist. Es gilt

pa(d) = c1et(8_‘3A j) CA(B=A)-9=A2-81-9=(A-9)(A+1).

Somit sind die Eigenwerte von A gegeben durch 9 und -1, wodurch die Matrix indefinit ist. f hat
somit in (0, 0) kein lokales Extremum.

Wir stellen zunachst fest, dass f auf D sein Maximum und Minimum annimmt, da D abgeschlossen
(betrachte konvergente Folge in D) und beschrankt (||(x,y)|| < 1) ist. Fur die lokalen Extrema auf

D::{(x,y)eIRZ|x2+y2: 1}

nutzen wir die Multiplikatorenregel von Lagrange aus. Sei h: R*> > R, h(x,y) = x*> + y? — 1, dann ist
he CY(IR?,R) und D = h~'({0}) als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Funktion
h abgeschlossen. Wegen ||(x,y)|| = 1 fiir (x,7) € D ist D auch beschrinkt, also nach Satz 19.18 kompakt,
wodurch f auf D sein Maximum und Minimum annimmt. Es gilt

Vit = 57).

wodurch h’ auf ganz D vollen Rang hat, da (0,0)  D. Fiir jedes lokale Extremum (x(,y,) von f auf D
(also xé + yé —1 =0) existiert ein 1y € R mit

f(x0,90) = =Aoh (x0,0),

womit sich die Gleichungen

SXO - 3y0 = —2/\0X0 (10)
—3x9 = -20%0 (11)
ergeben neben

X5+y5-1=0 (12)

Umgeformt ergibt sich aus und
(8+2/\0)X0—3y0:0 (13)

2

X0 = = A0Yo (14)

Einsetzen von in liefert
0
%(zug +1619=9)=0
Wiare y, = 0, so nach auch x. Dies widerspricht jedoch (12). Somit muss der Klammerausdruck
0 ergeben, was genau fiir Ay € {3, 3} der Fall ist. Einsetzen in {D und danach in ergibt die vier
Punkte

(ii,i

Vio

3
,F

), (+—=
V10 V10

)

g-
o-



Durch Einsetzen der Punkte erkennen wir

1 3 1
(t—=t—)=—-7,
f V10 10 2
3 1 9
flE—F—=)=+
10 100 2

Da f auf D\ D keine lokalen Extrema besitzt, ergibt sich schlieflich:
Lokale Minima von f auf D: (+—= +i10).

vieT 1
Lokale Maxima von f auf D: (i\/—ro,+\/—r0).

AUFGABE 48 (TuTOoRIUM)
Berechnen Sie die globalen Extrema der Funktion f : R> — R mit

f(x,9,2) =5x+p—3z
fiir alle (x,9,z) € R? auf der Menge

E:{(x,y,z)eIR3|(x+y+z:0)/\(x2+y2+zz:1)}.

LOSUNGSVORSCHLAG

Sei h: R? — R? definiert durch

_ X+y+z
h(x,y,2) = (x2 +y2 122 1)
fiir alle (x,y,2) € R%. Klar: h € C}(R3). Dann ist E = h~! ({0}). Da h stetig ist und {0} abgeschlossen, ist
E abgeschlossen. Wegen ||(x,,z)|| = 1 fir jedes (x,y,z) € E, ist E beschrankt. Nach Abschnitt 19.17
der Vorlesung ist also E kompakt. Ebenfalls nach Abschnitt 19.17 der Vorlesung, existieren ein
V1,V € E mit

f) <f(v) < f(v)

fur alle v € E. Damit ist die Existenz der globalen Extrema von f auf E gesichert.
Da jede Stelle eines globalen Extremums auch eine Stelle eines lokalen Extremums ist, bietet es sich
an diese mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange (vgl. Abschnitt 19.19 der Vorlesung) zu

identifizieren: Es ist
Ve -(l 1]
P2 = oy 2y 2z

fiir alle (x,y,z) € R3. Also kann /’(x,y,z) nur fiir x = y = z nicht den vollen Rang haben. Aber fiir
jedes (x,y,z) e Egilt x =y =z= x =y =z =0, was ein Widerspruch zu ||(x,y,z)|| = 1 darstellt. Also
hat 1’ auf E den vollen Rang 2. Es existiert 1y = (A?, )\g) € R? mit

f'w;) =-ATH (v;)

fur i € {1, 2}. Zusammen mit der Nebenbedingung h(v;) = 0, ergibt es die folgenden funf Gleichungen
(fir den Zusammenhang der Aussage aus der Vorlesung mit diesen Gleichungen, siehe Losung von



AurGaBe 40):

5 = -AY-2xA9

= Ay -29A)

= 1794

-3 = -AY-221%
0 = x+p+z

= x*+p’+z2?

Addition von (15), (16) und (17), sowie Ausnutzung von (18) liefert 3 = -31%, also

Einsetzen in (15) impliziert 2 = —x/\g, also /\g # 0. Einsetzen von (20) in (16) liefert
y=0.

Mit (18) folgt dann sofort

Durch (19) folgt

Es ist also

2
fur i € {1,2}. Es ist f(—%o,g) = —4v2 und f(%o,-#) = 4\/5, also

vl_(\/i \/5)

]

1
——
SIS

S el
S

(21)

(22)

(23)

Hinweis: Es ist hier auch moglich, die erste (oder auch beide) Gleichungen der Nebenbedingungen
in die Funktion einzusetzen und damit die Anzahl der zu l6senden Gleichungen zu verkleinern.
Ersetzt man zum Beispiel x durch —y — z, so arbeitet man mit einer Funktion von zwei Variabeln und
einer Gleichung 2y? + 2yz +2z% = 1 als Nebenbedingung, 16st das Problem und erhélt den x-Wert des

minimierenden und maximierenden Punktes durch die Gleichung x +y +z = 0.

Aurcask 49 (Usuna)
a) Berechnen Sie das Kurvenintegral fy f(x)ds fur

(i) r>0und y:[0, %] - R? definiert durch p(t): ( rcost

rsint

durch f(x,p):= arccos(%) + %

log(1 +t2)

.. . 2 . .=
(ii) ¥ : [0,1] — R* definiert durch y(t) := (Zarctan(t)—t+3

durch f(x,p):=ye™.

) sowie f : R> — R definiert

) mit f : R> — R definiert



b) Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion v auf ihrem Definitionsbereich eine Stammfunkti-
on besitzt und berechnen Sie diese gegebenenfalls.
v2+ 2xz]

z2+2xy |.

x%+2yz

(i) v:R® — R3 mit v(x,v,2) :=

X7y
(ii) v:{(x,v,2) €R® : z>0} > R> mit v(x,p,2):=| ze* |.
xylog(z)

LOSUNGSVORSCHLAG
a) (i) Esgilt
—rsin(t)

rcos(t) ) Yt e [0, ]

V(1) =(

Somit folgt ||y’(t)|| = r fur alle t € [0, 7r] und fur das gesuchte Integral ergibt sich

J-f ds—f Fl NIy @)l dt—rJ:)narccos(cos(t))+sin(t) dt

2

n—+2).

- e —cos(tliy = (%

(ii) Es gilt
2t 2t
:(21+tj1)=({j§§) Vte[o,1].

1412 1442

Somit folgt ||y’(¢)|| = \/ ar_ (1-7)7 \/1+2t2+§4 =1 fur alle ¢ € [0,1] und fur das gesuch-

1+£2)2 7 (1+t2)? (1+12)
te Integral folgt

1 1
f flx)ds = f FOO) Y (1)l dt = f (2arctan(t) — t+3)—— dt
y 0 0 1+t
! 1 1 2t 1
= 2 - =" *
J; 0 arctan(t) Y +3 0 dt

= [(arctan(t))* - %log(l +12)+ 3arctan(t)]}:0 = i(712 + 127 - 8log(2)).

16
y2+2xz
b) (i) v:R3 — R3 mit v(x,p,z) :=| 2% + 2xy | hat auf R? die Stammfunktion f : R® — R definiert
x2+2yz

durch f(x,v,2) = xy? + x>z + pz°.

Wir werden diese Stammfunktion nun berechnen. Das folgende Vorgehen ist dabei aber
nicht als formal korrekte Rechnung zu verstehen, vielmehr soll es veranschaulichen
wie man einen Kandidaten fiir die Stammfunktion ermittelt. Gesucht ist eine Funktion
f :R® — R mit der Eigenschaft, dass

fi(x,9,2)
(grad f)(x,9,2) =| f2(x,9,2)
f3(x,9,2)



gilt, wobei f; fur i € {1, 2,3} die Komponentenfunktionen von v darstellen. Dies schreiben
wir in das Gleichungssystem

%(x,y, z) = y2 +2xz, (24)
g—];(x,y,z) =2+ 2xy, (25)
%(x,y,z) =x+2yz (26)

Integriert man (24) in der x-Variablen, erhilt man

f(xv,2) = Jg—];(x,y,z) dx = Jy2+2xz dx :xy2+x2z+c1(y,z),

wobei die Konstante ¢;(y,z) von y und z abhdngen kann, da wir nur in x integrieren und
diesbeziiglich y und z als “Konstanten” einzustufen sind. Integrieren wir (25) nach y und
(26) nach z erhalten wir

f(x,v,2) = xyz +c5(x,2) +yz2 und f(x,9,2) =c3(x,p) +x22+yzz.

An dieser Stelle vergleicht man die drei Gleichungen fur f(x,v,z) und wird schnell
feststellen, dass

c1(y,2) = yzz und ¢,(x,z) = x%z und c3(x,p) = xy2

eine Moglichkeit ist, diese Gleichungen zu erfiillen. Unser Kandidat lautet daher f : IR® —
R definiert durch f(x,y,2) = xy? + x%z + pz>.

Dann st f € C1(1R3,IR) und fur (x,9,z2) € R3 gilt

y2+2xz
(grad f)(x,v,2) = | 2> + 2xy | = v(x, v, 2).
x%+2yz
Folglich ist f die gesuchte Stammfunktion.
x%y
(ii) Die Funktion v:D — R3 mit D := {(x,y,2z) € R® : 2> 0} und v(x,9,2z):=| 2ze* |hatauf
xylog(2)

D keine Stammfunktion.
D ist ein Gebiet und f € Cl(D, IR3). Fur (x,9,2) € D gilt

2xy x? 0
Jo(x,v,2z) =] ze* 0 ex

ylog(z) xlog(z) =+

und damit ist ], (x,y, z) nicht symmetrisch und f hat nach Satz 19.21 keine Stammfunktion
auf D, da die Integrabilitatsbedingungen nicht erfullt sind.

AurGase 50 (Tutorium)
a) Berechnen Sie das Kurvenintegral fyf(x) ds fiir



rcos(t)

: . 2 Jeofin; —
(i) »>0und y : [0,t] > R definiert durch y(t) := (rsin(t)

durch f(x,v):=v.

) und f : R?> — R definiert

cost
(ii) y:[0,log(5)] — IR definiert durch y(t):= % sint |und f:R>— R definiert durch
V2
f(xp,2)=x.
b) Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion v auf ihrem Definitionsbereich eine Stammfunkti-
on besitzt und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

e¥ + cos(x)cos(y) )

(i) v:R? - R? mit v(x,p) := (xe?  sin(x)sin(y)

y? +2xyz°
(ii) v:R3® - R3 mit v(x,v,2) :=| 2p+x%23
v? +3x%yz?
LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Esgilt
—rsin(t)

rcos(t) ) YVt e [0,

V(1) =(

Somit folgt ||y’(t)|| = r fur alle t € [0, 7] und fur das gesuchte Integral ergibt sich
T T
J f(x)ds= j FlyNlly (1) dt = rzj sin(t) dt = rz[—cos(t)]ff:0 =212,
V4 0 0
(ii) Es gilt

of [cos(t)—sin(t)]
y'(t) = > sin(t) + cos(t) Yt €[0,log(5)].

V2

Somit folgt ||y’(t)|| = e—Zt\/(cos(l‘) —sin(t))? + (sin(t) + cos(t))? + 2 = e’ und fur das gesuchte
Integral ergibt sich

log(5) log(5)
| seaas= [ ooy onar=3 [ eostr ae

Es gilt

jeztcos(t) dt e?!sin(t) — ZJeZt sin(t) dt I g2t sin(t) + 2e2f cos(t) — 4je2t cos(t) dt,

wodurch sich .y
je%cos(t) dt = e?(sin(t) + 2cos(t))

ergibt, was

J Flx)ds = 11—0[e2t(sin(t) +2cos(t)]. 8% = g(sin(log(S)) +2cos(log(5))) - é
V4

10



(i)

e? + cos(x)cos(y)
xe¥ —sin(x)sin(y)
definiert durch f(x,v) := xe¥ + sin(x)cos(y).

Dafe Cl(]RZ,IR) und fur (x,y) € R? gilt, dass

v:R? - R? mit v(x,p) := ) hat auf R? die Stammfunktion f : R> — R

e? +cos(x)cos(y)
xe¥ —sin(x)sin(y)

(grad f)(x,y) =( )=v(x,y)
ist f die gesuchte Stammfunktion. Den Kandidaten fiir die Stammfunktion findet man
mit dem Vorgehen aus AurGase 44 b) (i).
y? + 2xyz°
v:R3 - R3 mit v(x,p,2):=| 2p+x°2°
y? + 3x%yz?
R3 ist ein sternformiges Gebiet, f € Cl (IR3, IR3) und fur (x,9,2) € R3 gilt

hat keine Stammfunktion auf R3.

2923 2p+2xz3  6xyz?
Jo(x,v,2) =| 2x23 2 3x222 |.
6xyz> 2y +3x2z%2 6x%yz

Wie man schnell feststellt ist dies keine symmetrische Matrix und daher sind die Integra-
bilititsbedingungen auf R> nicht erfiillt. Nach Satz 19.21 hat f also keine Stammfunktion.
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