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Aufgabe 57 (Übung)
Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.

a) M(f ,0), wobei f : [0,1]× [1,
√

3], f (x,y) = 1
(x+y2)2 ,

b) Sn := {x ∈Rn | xi > 0 (1 6 i 6 n),x1 + · · ·+ xn 6 1}, n ∈N (n-dimensionaler Standardsimplex).

Lösungsvorschlag

a) Da f auf seinem Definitionsbereich positiv ist, ist M(f ,0) korrekt definiert. Es gilt

|M(f ,0)| =
∫

[0,1]×[1,
√

3]

1
(x+ y2)2 d(x,y).

Da f stetig ist, können wir den Satz von Fubini (19.3) verwenden und sehen, dass

|M(f ,0)| =
∫ √3

1

∫ 1

0

1
(x+ y2)2 dx dy =

∫ √3

1
[− 1
x+ y2 ]1

x=0 dy =
∫ √3

1

1
y2 −

1
1 + y2 dy

= [−1
y
− arctan(y)]

√
3

y=1 = − 1
√

3
− arctan(

√
3) + 1 + arctan(1) = 1− 1

√
3
− π

12
,

wobei wir arctan(
√

3) = π
3 verwendet haben.

b) Es sei Sn(a) := {x ∈Rn | xi > 0 (1 6 i 6 n),x1 + · · ·+xn 6 a} für 0 6 a 6 1. Wir zeigen induktiv (über
n), dass |Sn(a)| = an

n! , womit

|Sn| = |Sn(1)| = 1
n!

folgen würde.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt |S1(a)| =

∫ a
0 1 dx = a.

Induktionsschritt (n→ n+1): Die Behauptung gelte für ein n ∈N (IV). Es folgt nach dem Prinzip
von Cavalieri

|Sn+1(a)| =
∫ a

0
|Sn(a− xn+1)| dxn+1

(IV )
=

∫ a

0

(a− xn+1)n

n!
dxn+1 = [− (a− xn+1)n+1

(n+ 1)!
]axn+1=0 =

an+1

(n+ 1)!
.

Dies folgt, da für xn+1 ∈ [0, a] gilt, dass

{x ∈Rn | (x,xn+1) ∈ Sn+1(a)} = {x ∈Rn | xi > 0 (i 6 1 6 n),x1 + · · ·+ xn 6 a− xn+1} = Sn(a− xn+1).
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Aufgabe 58 (Tutorium)
Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.

a) M(f ,g), wobei f ,g : [1,2]2→R, f (x,y) = ex+y , g(x,y) = x2y (zeigen Sie zunächst, dass g 6 f
auf [1,2]2),

b) A := {(x,y) ∈R2 | a 6 ye−x 6 b,c 6 y 6 ex 6 d}, 0 < a < b < c < d

c) B := {(x,y,z) ∈R3 | x,y,z > 0,
√
x+
√
y +
√
z 6 1}.

Lösungsvorschlag

a) Die Funktion f ist stetig auf ganz R
2, sodass für jedes (x,y) ∈R2 gilt (Taylorentwicklung dritten

Grades)

f (x,y) = 1 + x+ y +
x2 + 2xy + y2

2
+

1
6

2∑
j1,j2,j3=1

xj1xj2xj3eχ1+χ2 ,

wobei (χ1,χ2) ∈ S[(0,0), (x,y)] und x1 = x, x2 = y. Dies liegt daran, dass alle partiellen Ableitun-
gen (auch die mehrfachen) von f wieder f entsprechen. Für (x,y) ∈ [1,2]2 gilt demnach

f (x,y) >
x2 + 2xy + y2

2
> 2xy > x2y = g(x,y)

wegen (x−y)2 > 0, also x2 +y2 > 2xy. Somit ist M(f ,g) korrekt definiert. Da f und g stetig sind,
gilt mit dem Satz von Fubini, dass

|M(f ,g)| =
∫ 2

1

∫ 2

1
ex+y − x2y dy dx =

∫ 2

1
[ex+y −

x2y2

2
]2
y=1 dx =

∫ 2

1
ex+2 − ex+1 − 3x2

2
dx

= [ex+2 − ex+1 − x
3

2
]2
x=1 = (e4 − e3 − 4)− (e3 − e2 − 1

2
) = e4 − 2e3 + e2 − 7

2
.

b) Prinzipiell gilt c 6 y 6 d. Zusätzlich gelten die Restriktionen

y 6 ex 6 d⇔ log(y) 6 x 6 log(d)

und
a 6 ye−x 6 b⇔ log(y)− log(b) 6 x 6 log(y)− log(a).

1. Fall: a > 1. Dann gilt log(a) > 0 und die Restriktionen liefern

log(y) 6 x 6 log(y)− log(a) < log(y),

ein Widerspruch. Somit gilt hier B = ∅ und |B| = 0.
2. Fall: a 6 1, b > 1. Dann gilt log(a) 6 0 und log(b) > 0.

(i) c
a > d. Die Kombination der Restriktionen liefert

log(y) 6 x 6 log(d)
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und das Prinzip von Cavalieri

|B| =
∫ d

c

∫ log(d)

log(y)
1 dx dy =

∫ d

c
log(d)− log(y) dy = [y log(d)− y(log(y)− 1)]dy=c

= d + c(log(
c
d

)− 1).

(ii) c
a < d. Die Kombination der Restriktionen liefert

log(y) 6 x 6

 log(y)− log(a) , y 6 da,

log(d) , y > da.

Das Prinzip von Cavalieri liefert

|B| =
∫ da

c

∫ log(y)−log(a)

log(y)
1 dx dy +

∫ d

da

∫ log(d)

log(y)
1 dx dy

2. Int s.o. (da statt d)
= −

∫ da

c
log(a) dy + d + da(log(a)− 1) = d(1− a) + c log(a).

3. Fall: b 6 1. Wieder gibt es die beiden Unterteilungen wie im 2. Fall, in beiden ändert sich
lediglich die Untergrenze für x zu log(y)− log(b). Es ergibt sich somit

(i) c
a > d.

|B| = d + c(log(
c
d

)− 1) + (d − c) log(b).

(ii) c
a < d.

|B| = d(1− a) + c log(a) + (d − c) log(b).

c) Gilt (x,y,z) ∈ B, so folgt z ∈ [0,1]. Für ein festes solches z gilt

Q(z) := {(x,y) ∈R2 | (x,y,z) ∈ B} = {(x,y) ∈R2 | x,y > 0,
√
x+
√
y 6 1−

√
z}.

Somit folgt y ∈ [0, (1−
√
z)2]. Für ein festes solches y gilt

Q̃(z,y) := {x ∈R | x > 0,
√
x 6 1−

√
z −√y} = [0, (1−

√
z −√y)2].

Wenden wir also das Prinzip von Cavalieri zwei Mal an, erhalten wir

|A| =
∫ 1

0
|Q(z)| dz =

∫ 1

0

∫ (1−
√
z)2

0
|Q̃(z,y)| dy dz =

∫ 1

0

∫ (1−
√
z)2

0
(1−
√
z −√y)2 dy dz

=
∫ 1

0

∫ (1−
√
z)2

0
(1−
√
z)2 − 2(1−

√
z)
√
y + y dy dz =

∫ 1

0
[(1−

√
z)2y − 4

3
(1−
√
z)y3/2 +

y2

2
](1−
√
z)2

y=0 dz

=
1
6

∫ 1

0
(1−
√
z)4 dz

s=1−
√
z

= −1
3

∫ 1

0
s4(s − 1) ds = −1

3
[
s6

6
− s

5

5
]1
s=0 =

1
90
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Aufgabe 59 (Übung)
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

a)
∫
A
y2 d(x,y,z), A =

{
(x,y,z) ∈R3 | x2 ≤ y2 + z2 ≤ |x|

}
,

b)
∫
B
xyz d(x,y,z), B =

{
(x,y,z) ∈R3 | 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1

}
,

c)
∫ 1

0

∫ 1
y

ex
2

dx dy.

Lösungsvorschlag

a) Für alle x ∈R gilt x2 ≤ |x| ⇔ |x| ≤ 1. Deshalb folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):∫
A
y2 d(x,y,z) =

∫ 1

−1

∫
Ax

y2 d(y,z) dx

mit
Ax =

{
(y,z) ∈R2 : x2 ≤ y2 + z2 ≤ |x|

}
.

Einführen von Polarkoordinaten für y,z liefert∫
Ax

y2 dyz =
∫ 2π

0

∫ √|x|
|x|

r2 sin2(ϕ)r dr dϕ = π
1
4

[
r4

]r=√|x|
r= |x|

=
π
4

(
x2 − x4

)
für alle x ∈ [−1,1]. Da nun im Integranden nur gerade Potenzen von x vorkommen, folgt:∫

A
y2 d(x,y,z) = 2

∫ 1

0

π
4

(
x2 − x4

)
dx =

π
2

∫ 1

0

(
x2 − x4

)
dx =

π
2

[
x3

3
− x

5

5

]x=1

x=0
=
π
15

b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:∫
B
xyz d(x,y,z) =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
r cos(ϕ)r sin(ϕ)zr dr dϕ dz

=
∫ 1

0
z dz ·

∫ 2π

0
cos(ϕ)sin(ϕ) dϕ ·

∫ 1

0
r3 dr =

1
2
· 1

2

[
sin2(ϕ)

]ϕ=2π

ϕ=0
· 1

4
= 0

c) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):∫ 1

0

∫ 1

y
ex

2
dx dy =

∫
R

2
ex

2
1{(x,y)∈R2:0≤y≤x≤1}(x,y) d(x,y) =

∫ 1

0

∫ x

0
ex

2
dy dx =

∫ 1

0
xex

2
dx

=
1
2

[
ex

2]x=1

x=0
=

e− 1
2

Aufgabe 60 (Tutorium)
Berechnen Sie die folgenden Integrale. Ändern Sie bei c) zunächst die Integrationsreihenfolge.

a)
∫
A
x2yz d(x,y,z), A =

{
(x,y,z) ∈R3 | 0 ≤ y ≤ x, x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2

}
,

b)
∫
B
z(x3 + xy2) d(x,y,z), B =

{
(x,y,z) ∈R3 | 0 ≤ z ≤ π, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, |yx | ≤ 1

}
,

c)
∫ 1

0

∫ y2+1
y

x2y dx dy.
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Lösungsvorschlag

a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3)∫
A
x2yz d(x,y,z) =

∫ 2

0
z

∫
A′
x2y d(x,y) dz =

1
2

[
z2

]z=2

z=0

∫
A′
x2y d(x,y) = 2

∫
A′
x2y d(x,y)

mit
A′ =

{
(x,y) ∈R2 : 0 ≤ y ≤ x, x2 + y2 ≤ 1

}
.

Einführen von Polarkoordinaten für x,y liefert:∫
A′
x2y d(x,y) =

∫ π
4

0

∫ 1

0
r2 cos2(ϕ)r sin(ϕ)r dr dϕ =

∫ 1

0
r4 dr

∫ π
4

0
cos2(ϕ)sin(ϕ) dϕ

=
1
5
·
(
−1

3

)[
cos3(ϕ)

]ϕ= π
4

ϕ=0
=

1
15

(
1−
√

2
4

)
Insgesamt also: ∫

A
x2yz d(x,y,z) =

2
15

(
1−
√

2
4

)
b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich∫

B
z(x3 + xy2) d(x,y,z) =

∫ π

0
z

∫ 2

1
r3

∫ π
4

− π4
cos(ϕ) dϕ +

∫ 5π
4

3π
4

cos(ϕ) dϕ

r dr dz

=
π2

2
· 31

5
·
(√

2−
√

2
)

= 0

c) Es ist

C :=
{
(x,y) ∈R2 : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ y2 + 1

}
=

{
(x,y) ∈R2 : ((0 ≤ x ≤ 1)∨ (1 < x 6 2))∧ (0 ≤ y ≤ 1)∧ (y ≤ x ≤ y2 + 1)

}
=

{
(x,y) ∈R2 : ((0 ≤ y ≤ x ≤ 1)∨ ((1 < x ≤ 2)∧ (

√
x − 1 < y ≤ 1))

}
=

{
(x,y) ∈R2 : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

}
︸                            ︷︷                            ︸

=C1

∪
{
(x,y) ∈R2 : (1 < x ≤ 2)∧ (

√
x − 1 < y ≤ 1)

}
︸                                                  ︷︷                                                  ︸

=C2

Ferner ist C1 ∩C2 = ∅. Es folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):∫ 1

0

∫ y2+1

y
x2y dx dy =

∫
C
x2y d(x,y) =

∫
C1

x2y d(x,y) +
∫
C2

x2y d(x,y)

=
∫ 1

0

∫ x

0
x2y dy dx+

∫ 2

1

∫ 1

√
x−1

x2y dy dx =
∫ 1

0

x4

2
dx+

∫ 2

1
x2 1− (x − 1)

2
dx

=
1

10
+
[
x3

3
− x

4

8

]x=2

x=1
=

1
10

+
8
3

+
1
8
− 1

3
− 2 =

67
120

Alternativ lässt sich das Integral auch direkt berechnen, ohne die Integrationsreihenfolge
umzudrehen.
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Aufgabe 61 (Übung)
a) Berechnen Sie das Integral ∫

A
sin(z) d(x,y,z),

wobei A =
{
(x,y,z) ∈R3 | x,y,z ≥ 0, x+ y + 2z ≤ 1

}
,

b) Sei B := {(x,y,z) ∈ R
3 | ‖(x,y,z)‖ 6 2}. Eine kugelförmige Gasansammlung besitze die

Massendichte

ρ(x,y,z) =

 1
1+x2+y2+z2 ,0 6 ‖(x,y,z)‖ 6 1,

2 ,1 < ‖(x,y,z)‖ 6 2.

Berechnen Sie die gesamte Masse ∫
B
ρ(x,y,z) d(x,y,z)

Lösungsvorschlag

a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):∫
A

sin(z) d(x,y,z) =
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y
2

0
sin(z) dz dy dx = −

∫ 1

0

∫ 1−x

0
[cos(z)]

z= 1−x−y
2

z=0 dy dx

=
∫ 1

0

∫ 1−x

0
1− cos

(1− x − y
2

)
dy dx =

∫ 1

0
(1− x) + 2

[
sin

(1− x − y
2

)]y=1−x

y=0
dx

=
∫ 1

0
(1− x)− 2sin

(1− x
2

)
dx =

1
2
− 4

[
cos

(1− x
2

)]x=1

x=0
= −7

2
+ 4cos

(1
2

)
b) Definiere K := {(x,y,z) ∈R3 | x2 + y2 + z2 6 1} und S := {(x,y,z) ∈R3 | 1 6 x2 + y2 + z2 6 2}. Dann

gilt B = K ∪ S und K ∩ S = {(x,y,z) ∈R3 | x2 + y2 + z2 = 1}. Anhand von Kugelkoordinaten sieht
man sofort, dass ∫

K∩S
ρ(x,y,z) d(x,y,z) = 0,

womit nach Satz 20.5 folgt, dass∫
B
ρ(x,y,z) d(x,y,z) =

∫
K
ρ(x,y,z) d(x,y,z) +

∫
S
ρ(x,y,z) d(x,y,z)

=
∫ 1

0

∫ π
2

− π2

∫ 2π

0

r2

1 + r2 cos(ϑ) dϕ dϑ dr +
∫ 2

1

∫ π
2

− π2

∫ 2π

0
2r2 cos(ϑ) dϕ dϑ dr

= 4π
∫ 1

0
1− 1

1 + r2 dr +
56
3
π = 4π[r − arctan(r)]1

r=0 +
56
3
π

= 4π −π2 +
56
3
π =

68
3
π −π2.
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Aufgabe 62 (Tutorium)
a) Berechnen Sie das Integral ∫

A
(x2 + y2)2e2(1−z)7

d(x,y,z),

wobei A =
{
(x,y,z) ∈R3 | 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ (1− z)2

}
,

b) Bestimmen Sie für a,b,c > 0 das Volumen des Ellipsoids

E := {(x,y,z) ∈R3 |
(x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(z
c

)2
6 1}.

Lösungsvorschlag

a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:∫
A

(x2 + y2)2e2(1−z)7
d(x,y,z) =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1−z

0
r4e2(1−z)7

r dr dϕ dz

= 2π
∫ 1

0
e2(1−z)7

[
r6

6

]r=1−z

r=0
dz =

π
3

∫ 1

0
e2(1−z)7

(1− z)6 dz

x=1−z=
π
3

∫ 1

0
e2x7

x6 dx =
π
3
· 1

14
·
[
e2x7]x=1

x=0
=
π
42

(e2 − 1)

b) Wir benutzen die Substitutionsregel mit der Funktion

g(u,v,w) = (au,bv,cw) ∀(u,v,w) ∈R3.

Diese Funktion ist offensichtlich injektiv und stetig differenzierbar mit

g ′(u,v,w) =


a 0 0
0 b 0
0 0 c

 ,
also detg ′(u,v,w) = abc > 0. Mit K := {(u,v,w) ∈R3 | u2 + v2 +w2 6 1} gilt g(K) = E, denn

(u,v,w) ∈ K⇔
(au
u

)2
+
(
bv
v

)2

+
(cw
w

)2
6 1⇔ (au,bv,cw) = g(u,v,w) ∈ E.

Daher liefert die Substitutionsregel

|E| =
∫
E

1 d(x,y,z) = abc
∫
K

1 d(x,y,z) = abc |K |.

Das Volumen von K erhalten wir über die Verwendung von Kugelkoordinaten.

|K | =
∫ 1

0

∫ π
2

− π2

∫ 2π

0
r2 cos(ϑ) dϕ dϑ dr =

4π
3
,

womit |E| = 4π
3 abc folgt.
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Aufgabe 63 (Übung)
Berechnen Sie das Integral ∫

A
e
x+y
x−y d(x,y),

wobei A ⊆R
2 das Trapez mit den Eckpunkten (1,0), (2,0), (0,−2) und (0,−1) ist.

Lösungsvorschlag

Wir definieren g(u,v) = (1
2 (u + v), 1

2 (u − v)), da mit f (x,y) = e
x+y
x−y dann f (g(u,v)) = e

u
v . Ist

B := {(u,v) ∈R2 | 1 6 v 6 2,−v 6 u 6 v},

so gilt wegen
A = {(x,y) ∈R2 | x > 0, y 6 0,x − y ∈ [1,2]},

dass g(B) = A. Ist (u,v) ∈ B, so folgt u + v > −v + v = 0 und u − v 6 v − v = 0 sowie 1
2 (u + v)− 1

2 (u − v) =
v ∈ [1,2], also g(u,v) ∈ A. Ist (x,y) ∈ A, so gilt (x+ y,x− y) ∈ B und g(x+ y,x− y) = (x,y). Außerdem ist
g injektiv, denn aus (1

2 (u + v), 1
2 (u − v)) = (1

2 (ũ + ṽ), 1
2 (ũ − ṽ)) folgt durch addieren bzw. subtrahieren

der beiden Gleichungen sofort u = ũ und v = ṽ. Die Substitutionsregel liefert wegen

g ′(u,v) =
(

1
2

1
2

1
2 −1

2

)
,

also detg ′(u,v) = −1
2 , dass∫

A
e
x+y
x−y d(x,y) =

1
2

∫
B

e
u
v d(u,v) =

1
2

∫ 2

1

∫ v

−v
e
u
v du dv =

1
2

∫ 2

1
[ve

u
v ]vu=−v dv

=
1
2

∫ 2

1
v(e− e−1) dv =

3
4

(e− e−1).

Aufgabe 64 (Tutorium)
Es bezeichne A ⊆ R

2 die Menge aller (x,y) ∈ [−1,1] × R mit 0 6 y 6
√

4− 4x für x > 0 bzw.
0 6 y 6

√
4 + 4x für x < 0.

a) Sei B = [0,1]2 und g :Q→R
2, g(u,v) = (u2 − v2,2uv). Zeigen Sie, dass g(B) = A.

b) Berechnen Sie mit Hilfe von a) das Integral
∫
A
yd(x,y).

Lösungsvorschlag

a) Indem man die Gleichungen 0 6 y 6
√

4− 4x und 0 6 y 6
√

4 + 4x nach x auflöst, sieht man,

dass A von den Parabeln x = 1− y
2

4 und x = y2

4 − 1 (für 0 6 2 6 y sowie dem Segment von (−1,0)
nach (1,0) berandet wird.

Ist (u,v) ∈ B, so gilt 2uv ∈ [0,2] sowie 1− (2uv)2

4 = 1−u2v2 > |u2−v2| (für u > v wegen (1+v2)(1−
u2) > 0, für u < v wegen (1− v2)(1 +u2) > 0). Deshalb gilt g(u,v) ∈ A. Ist (x,y) ∈ A mit y , 0, so
gilt

(
y√

2(
√
x2 + y2 − x)

,

√√
x2 + y2 − x

2
) ∈ B.
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Dass beide Komponenten positiv sind, ist klar. Zudem gilt

y√
2(

√
x2 + y2 − x)

6 1⇔ y2 + 2x 6 2
√
x2 + y2

⇐ y2 6 4− 4x,

was erfüllt ist. Schließlich gilt ebenso√√
x2 + y2 − x

2
6 1⇔

√
x2 + y2 6 2 + x

⇐ y2 6 4 + 4x,

was ebenfalls erfüllt ist. Wegen g( y√
2(
√
x2+y2−x)

,

√√
x2+y2−x

2 ) = (x,y) haben wir ein Urbild von

(x,y) in B gefunden. Für (x,y) ∈ A mit y = 0 ist das gesuchte Urbild entweder (
√
x,0) (für x > 0)

oder (0,
√
−x) (für x < 0), die beide ebenfalls wieder in B liegen.

Da man beim Finden des Urbildes oben bemerkt, dass die gegebenen Kandidaten die einzig
möglichen sind, ist die Injektivität von g ebenfalls gezeigt.

b) Wir berechnen

g ′(u,v) =
(
2u −2v
2v 2u

)
,

womit detg ′(u,v) = 4(u2 + v2) > 0 für alle (u,v) ∈ B \ {(0,0)}. Die Substitutionsregel liefert nun∫
A
y d(x,y) =

∫
B

2uv · 4(u2 + v2) d(u,v) = 8
∫ 1

0

∫ 1

0
u3v +uv3 du dv

= 8
∫ 1

0
[
u4v

4
+
u2v3

2
]1
u=0 dv =

∫ 1

0
2v + 4v3 dv = [v2 + v4]1

v=0 = 2
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