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Aurcask 57 (Usunc)
Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.

a) M(f,0), wobei f:[0,1]x[1,V3], f(x,9) = —

(x+p2)2”

b) S,:={xeR"|x; 20 (1 <i<n),x;+-+x, <1}, n €N (n-dimensionaler Standardsimplex).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Da f auf seinem Definitionsbereich positiv ist, ist M(f,0) korrekt definiert. Es gilt

1
M(f,0)| = ——d(x,p).
IM(f,0)] f[m]xm] e A

Da f stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini (19.3) verwenden und sehen, dass

V3 1 1 V3 1 1 V3 1 1
M(f,0)| = ———=dxdy = —— |- = — T
1

NG 1 1 TC
= [-— —arctan -, = ———= —arctan \/5 +1+arctan(l)=1—- — - —,

wobei wir arctan (V3) = % verwendet haben.

b) Essei S,(a):={xeR"|x; 20 (1 <i<n)x;+-+x, <a}fur 0 <a< 1. Wir zeigen induktiv (iber
n), dass |S,(a)| = ZZ—Z, womit

5,0 = 15,11 = -
folgen wirde.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt |S1(a)| = foal dx =a.
Induktionsschritt (n — n+1): Die Behauptung gelte fur ein n € IN (IV). Es folgt nach dem Prinzip
von Cavalieri

)n+1 an+1

a a
(Iv) (a—x,01)" a—x
|Sn+1(a)| = J(; |Sn(a _xn+1)| ClXn+1 = J n—TH d n+l = [_( (I’l :l—+11)! ]?C,Hl:O = (n + 1)!'

Dies folgt, da fur x,,1 € [0,4] gilt, dass

{XEIRH | (x:xn+1) € Sn+1(a)} = {xEIRnlxi >0 (l <1< n)rxl T Xy <a_xm—l} = Sn(a_xn+1)-



AuUrGABE 58 (TuTORIUM)

Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Mengen.

a) M(f,g), wobei f,g:[1,2]> > R, f(x,) = e*¥, g(x,v) = x%p (zeigen Sie zunichst, dass g < f

auf [1,2]?),

b) A:={(x,y)eR*|a<ye*<bc<y<e’<d},0<a<b<c<d
¢) B:={(x2,2) e R’ | x,9,220,Vx+ ¥+ Vz< 1}.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Funktion f ist stetig auf ganz IR?, sodass fiir jedes (x,) € R? gilt (Taylorentwicklung dritten

Grades)

2 2 2
X+ 2xy+y° 1
f(x,y):1+X+y+f+g Xji Xj, Xjs

Jijajz=1

eX1+X2

wobei (x1, x2) € S[(0,0),(x,y)] und x; = x, x, = p. Dies liegt daran, dass alle partiellen Ableitun-
gen (auch die mehrfachen) von f wieder f entsprechen. Fiir (x,y) € [1,2]? gilt demnach

x2 + 2xy + 2
flxy) > # > 2xy > x%y = g(x,y)

wegen (x—7y)? > 0, also x% +y? > 2xy. Somit ist M(f,g) korrekt definiert. Da f und g stetig sind,
gilt mit dem Satz von Fubini, dass

2.2 2 2
fgl_f J et — xydydx—f [e“y—i;:ldxzj ext2 vl _ X 4,
2 . 2
x+2

= x“—?]i1_(e4—e3—4)—(e3—e2—%):e4—2e3+e2—;
Prinzipiell gilt c <y < d. Zusatzlich gelten die Restriktionen
y<e'<d o log(y) < x<log(d)
und

a<ye <belog(y)—log(b) < x <log(y)—log(a).
1. Fall: a > 1. Dann gilt log(a) > 0 und die Restriktionen liefern
log(y) < x <log(y) —log(a) <log(y),

ein Widerspruch. Somit gilt hier B=0 und |B| =
2. Fall: a<1, b>1. Dann gilt log(a) < 0 und log(b) > 0

(i) ¢ >d. Die Kombination der Restriktionen liefert

log(y) < x < log(d)



und das Prinzip von Cavalieri
log(d d
1= f fl Ldxdy= J log(d) ~log(y) dy = [ylog(d) - y(log(y) ~ 1)}j—
c

=d+c(log(=)-1).

Q..Ih

(ii) ¢ <d.Die Kombination der Restriktionen liefert

log(y) —log(a) ,y<da,

log(y) < x <
ogly) < x { logd)  ,y>da.

Das Prinzip von Cavalieri liefert

da rlog(y)-log(a) log(d
|B| = J f 1dxdy+f f 1dxdy
1 da J1

da
2. Int 5.0, (¢a statt d) —f log(a) dy + d + da(log(a) — 1) = d(1 - a) + clog(a).
c

3. Fall: b < 1. Wieder gibt es die beiden Unterteilungen wie im 2. Fall, in beiden dndert sich
lediglich die Untergrenze fiir x zu log(y) —log(b). Es ergibt sich somit
(i) ¢>d.

1Bl = d + c(log(~) ~ 1) + (d - c) log(b).

QU o

(ii) £<d.
|B| =d(1 —a)+clog(a)+ (d —c)log(b).

c) Gilt (x,y,2) € B, so folgt z € [0, 1]. Fiir ein festes solches z gilt

Q(z):={(x,y) e R*| (x,9,2) € B} = {(x,) € R* | x,9 > 0, Vx+y <1 -z},

Somit folgt y € [0, (1 — y/z)?]. Fiir ein festes solches v gilt
O(z,9) =[x €R| x>0, Vi <1-vz— 5} =[0,(1 - Vz—3)’]

Wenden wir also das Prinzip von Cavalieri zwei Mal an, erhalten wir

|A| = J|Q |dz—jJ‘1\F zy|dydz—J‘J‘l\f (1-+vz- \/_ dy dz

(12
Jf (1-+2)? =2(1 \/_\/_+ydydz_J;[(1—\/_)2}7 ;L(l—x/_)y3/2+2]ylo‘f dz

_ _ Sl\/> 1 4 _ I _ -
_6L(1 Vz)tdz 3Ls(s 1)ds= 3[6 = ls=0 = 55



Avurcase 59 (Usung)
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

a) fAyz d(x,v,2), A= {(x,y,z) eR}|x?<p?+22< |x|},
) fpxvzd(xp,2), B={(xp2) eR*[0<z<1,x2+p2 <1},

) fol jyl e dx dy.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Fiir alle x € R gilt x? < |x| © |x| < 1. Deshalb folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

1
[vawpa=[ [ yavaa
A “1Ja,

Ay ={v,2) eR?: x? <p?+22 < [xl).

mit

Einfithren von Polarkoordinaten fiir y, z liefert

21t Vx|
Jy dz—f JM r?sin®(¢@)r dr de = 7'(4[4]r |x| = x4)

fur alle x € [-1,1]. Da nun im Integranden nur gerade Potenzen von x vorkommen, folgt:

1 1 3 57x=1
2 B T/ 5 4 T > 4 X’ x o n
Ly d(x,y,z)_ZJ; Z(x - X )dx_EL (x - X )dx_a[?—?] =15

x=0

b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:

27
ff Jrcos )rsin(@)zr dr de dz
o 1 1. 5 qe=2n 1
f zdz- f cos(p)sin(p) de - Jo r dr_E E[sm (<p)]¢:0 1=

c) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

1 1 1 rx 1
[ [t = [ tppasaatnain- [ [ o [
0 Jy R? 0o Jo 0

T -5

J xyzd(x,y,2)
B

AurGase 60 (Tutorium)

Berechnen Sie die folgenden Integrale. Andern Sie bei ¢) zunichst die Integrationsreihenfolge.

a) fozyzd(x,y,z),A:{(x,y,z) eER*|0<y<x,x*+92<1,0<z< 2},

b) fBz(x3 +xy?)d(x,7,2), B= {(x,y,Z) eR*|0<z<m 1<x?+y%<4 &< 1},

o fy [ w2y dxdy.



LOSUNGSVORSCHLAG

a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3)

szyzd(x;w):fzvf,xzy d(x,) 2[ 2 _f X’y d(x,p) =2 L,xzy d(x,)

mit
A’:{(x,y)eIRZ: OSny,x2+y2§1}.

Einfihren von Polarkoordinaten fir x, y liefert:

J-xzyd(x,y) = j J- r? cos®(¢)rsin(@)r dr de = j r drf cos?(¢g)sin(¢p) de
AI

5‘(‘5)[‘?"33‘@)]223 -0

2 _2 (V2
Lx yzd(x,y,z)_ﬁ(l—f)

b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich

s 2 z 2%
j z(x3 +xy2) d(x,y,2) = J- zJ- 73 j4 cos(¢) d(p+J- ' cos(¢) dgo]r drdz
B 0 1 - 3

Insgesamt also:

c) Esist

——

JeR?: 0<y<l,py<x<y’+1
JER?: (0<x<)V(I<x<2)A(0Ly<)A(Y<x<y?+1)
JeR?*: (0<y<x<1)V((1<x<2)A \/_<y<1}

)61122:Osysxsl}u{(x,y)eIR2 (1<x<2)A \/_<y<1}

=G, =G,

Ferner ist C; N C, = 0. Es folgt mit dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

1 ry?+l
Jﬁ x’y dx dy fxyd(xy) fxyd(xy) fxyd(xy)
0 Jy
2
f J xydydx+f J xydydx_J —dx+f xzwdx

B A L8 1 1
- 10" 3 8], 10 3 8 3 120

Alternativ lasst sich das Integral auch direkt berechnen, ohne die Integrationsreihenfolge
umzudrehen.



Aurcask 61 (Usung)
a) Berechnen Sie das Integral

j sin(z) d(x, v, z),
A

wobeiA:{(x,y,z) €eR®|x9,2>0,x+y+2z< 1},

b) Sei B := {(x,9,2) € R® | ||(x,9,2)|| < 2}. Eine kugelférmige Gasansammlung besitze die

Massendichte

p(x,9,2) = {

Berechnen Sie die gesamte Masse

LOSUNGSVORSCHLAG

yme <l 2)l<1,
2 1< (% p,2) < 2.
L p(x,9,2) d(x,p,2)

a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (Satz 20.3):

r1
j sin(z) d(x,v,2) = j
A Jo Jo
r1
- JO J(\)

r1

JO

l—xJ‘ 5
0
1-x

= [ aem-2sin(1F) ax= g -sfeos(5T)] =G+ eos(5)

1-x-y

1 1-x 7= 1-x-y
sin(z) dzdy dx = —J f [cos(z)],_, *
o Jo
1

1-x- 1-x—p\P=1
1—cos( i y)dydxzf (1—x)+2[sin( i y)]
2 0 2 =0

dy dx

dx

2 2 Jlx=0 2 2

b) Definiere K :={(x,9,2) e R® | x? +p?> + 2> < 1} und S :={(x,9,2) € R®| 1 < x% + p? + 2% < 2}. Dann
gilt B=KUS und KNS ={(x,7,2) € R? | x? + y? + z> = 1}. Anhand von Kugelkoordinaten sieht

man sofort, dass

J p(x,9,2)d(x,9,2) =0,
KNS

womit nach Satz 20.5 folgt, dass

J;p(x,y,z) d(x,v,2z) = J p(x,v,2)d(x,v,2) + L p(x,v,2)d(x,9,2)

K
1‘[72T
0 J-

s
2

1
:471j
0

27 1,2 2 % 21
f 5 cos(9) dp do dr + J f J 2r2 cos(9) de dddr
o l+r 1 J-z Jo

1 56 56

2 dr+ 5= 4r(r —arctan(r)]LO + 57
68
+—Tn=—"T-—
33"



AUFGABE 62 (TuTORIUM)

a) Berechnen Sie das Integral

L(xzw 2209 d(x,,2),

wobeiA:{(x,y,z) eR*|0<z<1, x?+p2<(1 —z)zl,

b) Bestimmen Sie fiir a,b,c > 0 das Volumen des Ellipsoids

E:={(x,v,2) eR? | (§)2+(%)2+(§)2 <1}

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:

21 1-z
[t awna = [T [T arag s
r r=lz TC 7
ZTZJ e2(1-2) [ ] dz:—f e2172"(1 = 2)0 dz
0 6 3 Jo
1 _

r=0

b) Wir benutzen die Substitutionsregel mit der Funktion
g(u,v,w) = (au,bv,cw) Y(u,v,w) e R>.

Diese Funktion ist offensichtlich injektiv und stetig differenzierbar mit

g (u,v,w) =

S O

00
b 0],
0 ¢

also det g’(u, v, w) = abc > 0. Mit K := {(u,v,w) € R3 | u? + v? + w? < 1} gilt g(K) = E, denn

2 2
(u,v,w)eK<:>(%) +(bv_v) +(%) <1 e (au,bv,cw) = g(u,v,w) € E.

Daher liefert die Substitutionsregel

1= | 1d0opa=abe | 1dy.2)=abelx
E K

Das Volumen von K erhalten wir tiber die Verwendung von Kugelkoordinaten.

271
4
K| = jf j 1% cos( )d(pder—%z
g

womit |E| = 4T”abc folgt.



Aurcask 63 (Usung)
Berechnen Sie das Integral

f e d(x,y)
A

wobei A C R? das Trapez mit den Eckpunkten (1,0), (2,0), (0,—2) und (0,-1) ist.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir definieren g(u,v) = (3(u +v), 3(u —v)), da mit f(x,3) = e dann f(g(1,v)) = e¥. Ist
B::{(u,v)EIR2|1<v<2,_v<u<v},

so gilt wegen
A={(x,9)eR*|x>0,9<0,x-pe[1,2]},

dass g(B) = A.Ist (u,v) € B,sofolgt u+v>-v+v=0und u —v <v-v =0 sowie %(u+v)—%(u—v):

ve([l,2],also g(u,v) e A. Ist (x,y) € A, so gilt (x+y,x—p) € Bund g(x+y,x—7) = (x,v). Aulerdem ist

g injektiv, denn aus (%(u + ), %(u -v)) = (%(ﬁ +7), %(ﬁ — 7)) folgt durch addieren bzw. subtrahieren

der beiden Gleichungen sofort u = if und v = v. Die Substitutionsregel liefert wegen

also detg’(u,v) = —%, dass

xy 1 u 1 (2 (Y [ -
J e d(x,y) = —f ev d(u,v) = —f J evdudv==| [vev],__,dv
A 2 Jp 201 Jo 2
1
2

AurGaBE 64 (TuTorIUM)

Es bezeichne A C R? die Menge aller (x,y) € [-1,1]x R mit 0 < y < V4—4x fiir x > 0 bzw.
0<y<V4+4xfirx<O.

a) Sei B=[0,1]>und g: Q — R?, g(u,v) = (u? —v?,2uv). Zeigen Sie, dass g(B) = A.

b) Berechnen Sie mit Hilfe von a) das Integral jA yd(x,p).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Indem man die Gleichungen 0 <y < \/m und 0 <y < \/m nach x auflost, sieht man,
dass A von den Parabeln x =1 - % und x = TZ —1 (fiir 0 < 2 <y sowie dem Segment von (-1, 0)
nach (1,0) berandet wird.
Ist (u,v) € B, so gilt 2uv € [0, 2] sowie 1—% =1-u?v? > |u?—v?| (fir u > v wegen (1 +v?)(1-
u?) > 0, fir u <v wegen (1 —v?)(1 +u?) > 0). Deshalb gilt g(u,v) € A. Ist (x,9) € Amit y = 0, so

gilt
( Y VY X g
2(4/x? + 9?2 —x) 2




Dass beide Komponenten positiv sind, ist klar. Zudem gilt

Y <1(:>y2+2x<2,/x2+y2
2(y/x2+ 92 —x)

=9? <4-4x,

was erfiillt ist. SchlieSlich gilt ebenso

V2 +y?—x
+<1© x?+9?<2+x

=12 <4+4x,

( Y , W—x
N

(x,) in B gefunden. Fur (x,7) € A mit y = 0 ist das gesuchte Urbild entweder (v/x, 0) (fir x > 0)

oder (0, y/=x) (fur x < 0), die beide ebenfalls wieder in B liegen.

Da man beim Finden des Urbildes oben bemerkt, dass die gegebenen Kandidaten die einzig

moglichen sind, ist die Injektivitat von g ebenfalls gezeigt.

was ebenfalls erfullt ist. Wegen g ) = (x,v) haben wir ein Urbild von

Wir berechnen
, _{2u -2v
g (wv)= (2v 2u )’

womit detg’(u,v) = 4(u? +v?) > 0 fiir alle (u,v) € B\ {(0,0)}. Die Substitutionsregel liefert nun

1,1
Jyd(x,y)zj2uv-4(u2+v2)d(u,v):8j f w3y +uvd du dv
A B 0 Jo

14 2.3 1
:SJ [u_v+u v ]i_odv:J 2v+4v3dv:[v2+v4]71):0:2
o 4 2 0




