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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1 (Ubung)
Seien m,n € N; A € K™ und (+|-) das Standardskalarprodukt im K™.

a) Zeigen Sie, dass

Bild(A)* = Kern(A*).
b) Sei nun m = n und K = C. Zeigen Sie:

A ist selbstadjungiert, d.h., A = A*. <= (Av|v) € R fiir alle v € C".

Seien nun (V (+]-)) ein beliebiger Skalarproduktraum und M, N C V' Untervektorrdume von V.
c) Zeigen Sie (M + N)* = M+ N N=+.
d) Sei nun zusétzlich dim(M) < co. Zeigen Sie
(M*)*+ = M.

Hinweis: Zeigen Sie die Mengengleichheit durch doppelte Inklusion. Nutzen Sie V = M & M+
(vgl. Satz 15.8) fiir den Nachweis der Inklusion C.

Losungsvorschlag:

a) Wir beginnen mit der folgenden kurzen Beobachtung;:

(K™)* = {0}. (%)
Begriindung: Da (K™)* ein Untervektorraum von K™ ist, ist {0} C (K™)* klar. Ist umge-

kehrt v € (K™)*, so gilt per Definition (w|v) = 0 fiir alle w € K™. Insbesondere folgt fiir
w = v, dass ||v]|? = (v|v) =0, also v = 0 ist. Damit gilt auch (K™)*+ C {0}.

Da (Aw|v) = (w|A*v) fiir alle v € K™, w € K" (vgl. Regel 15.4 (5)), folgt
v € Kern(A")
— Av=0
L (w|A*v) =0 fiir alle w € K*

— (Awlv) =0 fiir alle w € K"
<= v € Bild(A)*



b) ,=“ Da A selbstadjungiert ist, gilt A = A*. Somit folgt

(Av|v) = (v|A™v) = (v|Av) = (Av|v) fiir alle v € C".
Fiir alle v € C" muss damit Im((Av|v)) = 0 sein, also (Av|v) € R.
»<="“Sei A = (a;;,) € C™" eine Matrix mit (Avjv) € R fiir alle v € C" und sei {ey, ..., e, } C
C™ die kanonische Orthonormalbasis. Seien ferner j, k € {1,...,n} und a € C beliebig. Aus
der Sesqulinearitédt des Skalarproduktes folgt
(Alex + aej)|(er + aey)) = (Aexler) +a(Aexle;) + a(Aejler) + |af® (Aejle;),
N —— ——

J/

-~

€R €R €R

wobei die mit den geschweiften Klammern versehenen Terme auf Grund der Voraussetzung

reell sind. Gehen wir in der oberen Gleichung zum Imaginéarteil {iber, erhalten wir

0 = Im(a(Aegle;)) + Im(a(Aeler))
= Im(@aj;) + Im(ovay;)

= Im(@aj;) — Im(aay;).

Setzen wir o = 1, folgt hieraus Im(a;;,) = Im(ay;). Setzen wir dagegen a = i, folgt (unter
Verwendung von Im(iz) = Re(z) fiir alle z € C) genauso Re(a;;) = Re(ay;). Damit stimmen
Real- und Imaginérteile von aj;, und ag; iiberein, womit aj, = ay; gezeigt ist. Da dies fiir
beliebige j,k € {1,...,n} gilt, folgt A = A*.

¢) Aus der Sesqulinearitéit des Skalarproduktes folgt unmittelbar fiir v € V:

vl Mundov L N <— v 1 M+ N.

In der Tat ist ,<=“ klar, da M + N D M, N. Ist umgekehrt v L M und v L N, so folgt
(v|m +n) = (vim) + (v|n) = 0 fiir beliebige m € M, n € N. Also gilt v L (M + N), womit
,= “ gezeigt ist. Daraus ergibt sich

veM-NN*-
<— vl Mundv L N
<~ vl M+N
v e (M+N)*-

d) ,2“ Seien m € M und v € M*. Dann gilt (v|m) = 0 nach Definition von M*. Da dies fiir
beliebige v € M+ gilt, folgt m € (M=+)*.
,C“ Sei v € (M+)*. Da dim(M) < oo, gilt nach dem Projektionssatz V = M & M*. Also
gibt es eindeutige Vektoren m € M und n € M+, sodass v = m + n ist. Da v € (M*)* ist,
gilt v L M+ und damit insbesondere (v|n) = 0. Es folgt 0 = (v|n) = (m|n) + (n|n) = ||n|?,
da m L n. Hieraus folgt n = 0. Also ist v =m € M. Da v € (M*)* beliebig war, haben wir
(M)t C M gezeigt.

Aufgabe 2 (Tutorium)

Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-|-).



a) Seien Vektoren vy, ..., vy, w1, ..., w, € V und Skalare ay,...,ay,, 51, ..., B € K (n,m € N)

gegeben. Zeigen Sie, dass

n
g ;U5
i=1

Z ﬁj%‘) =D > B (ulw;).

i=1 j=1

Seien nun n € N und {uq,...,u,} € V eine Orthonormalbasis von V. Zeigen Sie die folgenden

Aussagen.
b) Es gilt (v|w) = > 1 (v|u;)(wlw;) fir alle v,w € V.

c) Esgilt ||[v]|> = > |[(v]u;)|? fiir alle v € V.
i=1
Losungsvorschlag:

a) Die Aussage folgt unmittelbar aus der Sesquilinearitét von (+|-):
(Som[3om ) = Yoo
i=1 j=1 i=1

b) Seien v,w € V. Nach Satz 15.1 (2) gilt dann v = > 7" eyu; und w = 7, Bju; mit
a; = (v|u;) und B; = (wlu;), 4,5 € {1,...,n}. Aus Aufgabenteil a) folgt nun

(v|w) = (Z Q;v; Z@'%’) => Y wif;

i=1 j=1

n n m

Zﬁﬂ%‘) =) ' B (vilw;) = > > B (v;]w) .

i=1 i=1 j=1

n

= Z aif; = Z(UW?:)(UJ\U@')’

i=1

(usu;)
——

wobel wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass {uy,...,u,} eine Orthonormalbasis

ist, also insbesondere

1 fiiri = j,

(uiluj) = 0 == o
0 fiiri # j.

c) Sei v € V. Setzen wir w := v in Aufgabenteil b), so folgt

n n

i=1 =1

Aufgabe 3 (Ubung)

Sei (V, (+]-)) ein Skalarproduktraum iiber K mit Norm |jv]| := (U|U)%, v € V. Wie aus Satz 14.23,
HM I, bekannt ist, gilt dann die Parallelogrammidentitat, d.h., fir u,v € V gilt

lu+vll* + flu = ol* =2 (Jlull® + [lv]*) - (*)

a) Sei nun V = C([0,1]) := { f: [0,1] — R | f ist stetig }. Fiir f € V definieren wir ||f]| :=

maXge(o,1] |f(z)].



(i) Zeigen Sie, dass (V.|| - ||) ein normierter Raum ist.
(ii) Zeigen Sie mit Hilfe der Parallelogrammidentitét, dass (V) || -||) kein Skalarproduktraum

sein kann.

b) Zeigen Sie die Umkehrung von a) (vgl. Satz 14.24, HM I): Sei (V|| - ||) ein normierter Raum
tiber K, sodass die Parallelogrammidentitit (x) gilt. Zeigen Sie, dass dann ein Skalarprodukt

(]) auf V existiert, sodass ||v| = (v]v)z fiir alle v € V gilt.
Gehen Sie hierfiir in mehreren Schritten vor:

(1) Betrachten Sie zunéchst den Fall K = R und definieren Sie
1
(uvy == Z(Hu +ol]? = |lu—o|*) fiir u,v € V.

Machen Sie sich klar, dass ||u|| = (u, u)? fiir alle u € V gilt. Damit ist auch (-,-) insbe-
sondere positiv. Wir weisen nun in mehreren Schritten nach, dass (-|-) ein Skalarprodukt
auf V ist.

(i) Zeigen Sie (u|v) = (v|u) und (u|2v) = 2(u|v) fir alle u,v € V.
(i) Zeigen Sie, (u + v,w) = (u|w) + (v|w) fir alle u,v,w € V.
(iii) Folgern Sie aus (ii), dass (Au|v) = A(u|v) fur alle A € Q und u,v € V.
(iv) Zeigen Sie, dass fiir feste u,v € V die Abbildung R — R, +— (tu,v) stetig ist.
(v) Folgern Sie aus (iii) und (iv), dass (Au|v) = A(u|v) fiir alle A € R, und u,v € V.
(2) Sei nun K = C. Wir definieren

(u|v) == (u|v) +i{uliv) fir u,v €V,

wobei (:|-) so definiert ist wie in (1). Zeigen Sie, dass (-|-) ein Skalarprodukt auf V'
definiert mit ||v|| = (v|v)? fiir alle v € V.

Loésungsvorschlag:

a) (i) Sei f € V. Da [0,1] ein kompaktes Intervall ist und mit f auch |f| stetig ist, nimmt | f]|
ein Maximum nach Satz 8.18, HM I, an. Damit ist || f|| wohldefiniert.

(I) Positivitit: Fur f € V gilt
191 =04 max (@) =0 f(2) =0 Vo€ o1& f =0
ze|0,
(IT) Homogenitit: Fir f € V, A € R gilt
M| = A =\ =|A :
A1 = s IAG@)] = I s 1G] = N
(IT1) Dreiecksungleichung: Seien f, g € V. Dann gilt
If + gl = max [(f + g)(z)| < max (|f(x)] + |g(x)])
z€[0,1] z€[0,1]

< = :
< ;2[%’}1(] |f(x)] + ;2[%?1(} lg(@)[ = Il fIl + g



Damit haben wir nachgewiesen, dass || - || eine Norm auf V' definiert.
Angenommen, (V,|| - ||) wére ein Skalarproduktraum. Dann wiirde auch die Parallelo-

grammidentitdt (x) gelten. Wir definieren

f:00,1] =R, f(z)=ux,
g:[0,1] = R, g(x)=1-=x.

Dannsind f,g € V mit || f|| = ||g]| = 1. Weiter ist (f+g)(z) = L und (f—g)(z) = 22—1,
z € [0,1], woraus wiederum || f + g[| = ||f — g|| = 1 folgen. Nach der Parallelogrammi-

dentitat ware dann aber
2=14+1=|f+gllP+IIf —gl* =201F1"+ llglI") = 2(1 + 1) = 4.
Widerspruch.

Um zu zeigen, dass (-|-) ein Skalarprodukt auf V' definiert, miissen wir Eigenschaften
(S1), (S2) und (S3) in der Definition des Skalarproduktes (§14, HM I) nachweisen. Es

1st
1 2 oy _ 1 2 2
(o) = 2 (kv +]" = flo = ol") = F@[loll" = 0) = [lv]", veV
Wurzelzichen zeigt ||v]| = (v[v)z, v € V. Aus obiger Gleichung folgt auch insbesondere
VoeV:(vjv) >0 und (vjv)=0<|v||=0&v=0,

also gilt (S3). Es verbleibt, (S1) und (S2) zu zeigen. Dies tun wir nun in den folgenden
Schritten.

(i) Seien u,v € V. Dann folgt
1 2 oy _ 1 2 2
(ulv) = 7 (lu+oll” = llu = olF) = 2o+ ul]” = flv = ul") = {v]w).
Also gilt (S1). Weiter folgern wir mit (x)

[+ 20 + [lull® = [[(w+ ) +0l* + [[(w+ v) = v]* = 2(|lu + 0[] + [[0]|*).
lw = 20]* + Jull* = | (w = v) = ol* + | (w = v) + vl|* = 2(||u — v[|* + o[-

Subtraktion und Division durch 4 ergibt
1 2 2 1 2 2
(u,20) = Z(lu+ 20]" = Jlu = 2v]") = 2 Z(llw + ]| ~ Jlu = v[[) = 2(u, v).
(ii) Seien u,v,w € V. Nach der Definition von (-|-) ist

1
(ulw) = 7 (lu+w|* = [lu—wlf),

(v|w) = i(llv +wl* = [lv —w|?).



(iii)

(iv)

Durch Addition der obigen Gleichungen erhalten wir (unter der Verwendung der

Parallelogrammregel (x) und (i))

1
(ulw) + (vlw) = 7 [(lu + @l + [lv +w]*) = (Ju = wl* + o = w]*)]

1)1 2 2 1 2 2

= 7 |gUlutv+2wl® + flu = ol") = S(lu+v = 2w[” + flu = v]%)
1

=3 (Jlu+ v+ 2w|* = flu+v — 2w|]?)
1 G 1

= §<u+v|2w> = 5-2 {u~+v|w) = (u+ v|jw).

Seien u,v € V. Da unmittelbar aus der Definition (0|v) = 0 folgt, folgern wir aus
(ii) zunéchst
0= (u—ulo) € (ulv) + {~ulv),

also

(—ulv) = —(ulv). (1)

Ferner folgern wir aus (ii) mittels Induktion iiber n € N, dass (nu|v) = n(ul|v)) fir

alle n € N und zusammen mit (1) sogar fiir alle n € Z gilt. Daraus folgern wir fiir

beliehiges m € N\ {0}
v> o <% v> _ %mym.

(o) = (%
Ist nun A € Q, soist A = %, n € Z, m € N\ {0}. Aus dem bereits Bewiesenen folgt

)=l
)=k =l

Seien u,v € V. Da Summen und Produkte stetiger Funktion wiederum stetig sind,

dann

Owilo) = <%u

v> - %<u|v> = Aulv).

reicht es zu zeigen, dass die Funktionen R — R, ¢t — ||tu + v|| und ¢t — |[[tu — ||,
stetig sind. Sei (¢,) € R mit ¢, — ¢t (n — o00). Dann gilt nach der umgekehrten

Dreiecksungleichung
|||tnu + || — ||tu + UH‘ < |(tpyu +v) = (tu+v)|| = |t, — t|||ul]| = 0 (n — o0).

Also ist t — [[tu + v|| stetig. Analog folgt die Stetigkeit von t — ||tu — v]|.
Seien u,v € V. Wir definieren die Abbildungen

©: R =R, p(t)
P R — R (t)

(tulv),
t

(ulv).

Die Abbildungen ¢ und 1 sind stetig. In der Tat, ¢ ist nach (iv) stetig, und da

Y linear ist, ist die Stetigkeit von ¢ klar. Weiter stimmen nach (iii) die stetigen

Funktionen ¢ und ¢ auf QQ iiberein. Da jedes ¢t € R Haufungspunkt von Q ist, folgt,



dass die Funktionen f und g identisch sein miissen. Denn: Ist t € R, so existiert
eine Folge (t,) € Q mit ¢, — t (n — o0). Es folgt

o(t) Y lim (t,) © tim w(t,) = (1),

n—o0 n—oo

Dies impliziert aber

(Aulv) = p(A) = P(A) = Mulv) fir alle A € R.

(2) Um zu zeigen, dass (-|-) ein Skalarprodukt auf V' definiert, miissen wir wieder Eigen-

schaften (S1), (S2) und (S3) nachweisen. Zunéachst gilt fiir v € V
(v]v) = (vlv) +i(vliv) = [[v]]* + 0 = [[o]|*,
da
. 1 . . 2 1 12 12 2 2
(vliv) = 7 (v +avll = llv = [*) = 7 L+ = (1 =) Jol* = Jlol*

Also gilt (S3) und aus obiger Gleichung folgt durch Wurzelziehen |[v|| = (v|v)z, v € V.

Im Folgenden nutzen wir oft die Identitéten
(uliv) = (=uliv), (iulv) = (u| —iv) (u,v € V),

die leicht einzusehen sind und direkt aus der Homogenitét von || - || folgen.

Fir u,v € V folgern wir damit

(vju) = (vlu) + i(v|iu) = (u|v) +i(—iv|ju) = (ulv) — i{uliv) = (ulv).

Also gilt (S1). Es verbleibt (S2) zu zeigen, also dass u +— (u|w) fiir festes w € V' linear
ist. Da jeder Vektorraum iiber C auch ein Vektorraum {iber R ist, folgt leicht nach dem

bereits Bewiesenen in (1)

(u+v|w) = (ulw) + (v|w) u,v,w €V,
(Aufv) = Aulv) u,v €V, AER, (%)

Wir miissen also nur noch zeigen, dass (#x*) nicht nur fiir A € R, sondern fiir A € C gilt.

Dazu beobachten wir, dass fiir u, v € V.
(iulv) = (iufv) + i (iu]iv)
= (u] — i) + iuv) =i [—i{u] — ) + (u|v)] =i [(ulv) + i(uliv)] = i(ulv).
Fiir A = Re(\) +iIm()\) € C folgt damit
(Aufv) = ((Re(A) + i Im(A))ulv)

(A (u]v) + Im(X) (iu|v)

= Re(A\)(
= Re(\)(u|v) + ¢ Im(N) (u|v) = A(u|v).

Damit gilt (%) auch fiir A € C und (S2) ist bewiesen.



Aufgabe 4 (Tutorium)

Hinweis: In Satz 15.2 (Gram-Schmidt-Verfahren) hat sich ein kleiner Fehler eingeschlichen. Es
muss

E

-1

(Uklfj) (k

TR L

7j=1

heiflen.

a) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U = lin({uy, u2,u3}) € R* und berechnen Sie

d(v,U) := min,ey ||v — ul| mit

0 0 1 1
1 1 1

Uy = 1 , Ug = 0 , Ug = 9 y U= 9
0 0 1 —1

b) Sei V = C([—1, 1]) ausgestattet mit dem Skalarprodukt (flg) = f f(x)g(x)dz, f,.g € V,
und U = lin({po, p1,p2}), pi: [-1,1] = R, p;(z) = 2°, i = 0,1,2, der Untervektorraum der
Polynomfunktionen des Grades < 2. Berechnen Sie mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens
eine Orthonormalbasis von U.

Loésungsvorschlag:

a) Wir orientieren uns an der Notation im Skript:

C1 = Uz,
(ugler) (uzler) (uslcz)
Co = Uy — c C3 = Uz — — c
’ ’ (ci]er) ' ’ ’ (c1]er) (c2|c2) ’
1 1
—U2—§C1 _U3+§Cl—302
0 0 0 1 0 0 1
1 111 1 1 1 1 3 1 0
= _ = = — s = —|— —_ _ = =
0 211 —1 —2 1 21 -1 0
0 0 0 1 0 0 1
Normierung ergibt
0 0 1
C1 1 1 Co 1 1 C3 1 0
1 = — = s b2 = — = , b3 [ —
el V2|1 el V2| -1 lesl V2 [0
0 0 1



Nach Satz 15.8 ist die Orthogonalprojektion Pv von v auf U gegeben durch
3

Puv = Z(v|bi)bi

=1

3

0‘
[\v}
+
O
@‘

3

0 0 0
sl 1| 1 1
T2 2] |2
0 0 0
Damit nach Satz 15.8 (6)
1
d(v,U) :== min |lv — u|| = ||Jv — Po|| = "1 = va.
uel 0
~1

b) Wir orientieren uns wieder an der Notation von Satz 15.2. Um die Skalarprodukte zwischen

den p; ausrechnen zu kénnen, nutzen wir folgende Formel

1 1 1 i+j+1 1 1— (=1t
ilPj) = i()pj(x)de = irj(T)dr = ————a'™ =
(pilpy) /1p< ;) /lpm o = | =i

fiir 4,7 = 0,1,2 (mit der Definition p3(x) := 23,z € [~1,1]). Wir wenden nun das Gram-
Schmidt-Verfahren an.

Co =DPo, C1=DpP1— (p1|00)00 =D

da (p1|co) = (p1po) = 0. Weiter ist

(P2|Co) ( |01)
=Pp2 —
(Co|00) (01|01)
- (p2|po)p0 (2 |p1)
(Po|po) (P |p1)
2
=p2—5p0—0-pi
1
= P2 — §po-
Normierung ergibt nun
3 45 1
b by i =1/ — - =
0 - pO, Pl, 2 3 (p2 3]90),
da
0[Pz — xp0 ) = (palp2) — 2 (palpo) + = (polpo) = = — = + 2 =
b2 3P0P2 32?0 = (P2|P2 3272170 gpopo =5 99 15
Also sind by, by, by: [—1,1] — R explizit gegeben durch



Aufgabe 5 (Ubung)

Es sei (G, ®) eine Gruppe. Seien ferner (G1), (G2) und (G3) die Gruppenaxiome aus der Vorlesung
(vgl. Seite 7, Skript). Zeigen Sie:

a) Das Element e in (G2) ist eindeutig bestimmt.
b) Sind a,b € G wie in (G3), so ist b durch a eindeutig bestimmt. (Wir schreiben a™! := b).

¢) Sind a,b € G gegeben, so gibt es ein eindeutiges Element x € G mit a ©® x = b.

Zusatz: Im Folgenden zeigen Sie, dass man die Gruppenaxiome abschwéchen kann.
Es sei G eine nichtleere Menge versehen mit einer Verkniipfung ®: G' x G — G. Ferner definieren
wir die Aussagen (G2’) und (G3’) durch

(G2’) Es existiert ein e € G, sodass e ® a = a fiir alle a € G gilt (linksneutrales Element),
(G3’) Fiir alle a € G existiert ein b € G, sodass b ® a = e (linksinverses Element).

Zeigen Sie:

(G,®) erfiillt (G1), (G2’) (G3’). <= (G, ®) ist eine Gruppe.

Loésungsvorschlag:

a) Seien e, e’ € G neutrale Elemente. Dann folgt

) e neutral 1 € neutral

e@e
Damit ist das neutrale Element eindeutig.
b) Seien a € G und b,V € G, sodass b@a=a®b=ceund V' ®a=a® b = e. Dann folgt

¥ ot =0boaol @ro@at)=bae D

Damit ist das Element b in (G3) durch a eindeutig bestimmt.
¢) Eindeutigkeit: Seien a,b € G gegeben und z, 2’ € G mit a © x = a ® 2’ = b. Dann folgt

(G2),(G3) (G1)
T

=" 'oaor =a'0@or)=a'o (a0 @

D (471 @ a) © 22U

="
FEzistenz: Sind a,b € G gegeben, so definieren wir z := o™ ® b € G. Dann gilt
a®r=a®(a'®b) (& (a@a_l)@b(ci’)@@b(cf) b.

Zusatz: ,<=* Dies ist klar, da (G2)=-(G2’) und (G3)=-(G3’) direkt aus den Definitionen folgen.
,= Seien (G1),(G2’) und (G3’) wahr. Wir miissen zeigen, dass dann auch (G2) und (G3) wahr
sind. Zuerst zeigen wir (G3). Seien dazu a,b € G wie in (G3’). Nach (G3’) gibt es ferner ¢ € G
mit ¢ ® (a ® b) = e. Dann folgt

00b'E eo@ob) Elo@ob)]o@ob)
(G27)

(@1 Olae (o) = co(@ob) =e.

colae(boa) o) .



Also gilt b® a = a® b = e und damit auch (G3). Wir schreiben abkiirzend a~! := b. Nun kénnen
wir einfach (G2) zeigen. Sei dazu a € G. Dann gilt

a@e(G:S’)aQ(a*1®a) (@) (a@ail)Qa(g’)eQa(G:Z’)a

Damit gilt auch (G2) und alles ist gezeigt.

Aufgabe 6 (Tutorium)
Seien n,m € N mit n < m. Wir betrachten fiir A € K™*" y € K™ die Gleichung
Axr =vy.

a) Machen Sie sich klar, dass es im Allgemeinen keine Losung x € K™ gibt.

b) In Anbetracht von a) formulieren wir das lineare Ausgleichsproblem: Finde zy € K", sodass
ly — Azol| = min [ly — Az, (*)

Zeigen Sie: Es existiert zy € K, das (*) erfiillt. Weiterhin gilt fiir 2o € K" die Aquivalenz:
zo € K" erfiillt (x). <= A"Az, = A'y.

Hinweis: Nutzen Sie den Projektionssatz (Satz 15.8) mit V = K™ und U = Bild(A).

¢) Zusatz: Seien feste Vektoren x = (z1,....,2m),y = (Y1,..-,Ym) € R™ und eine von einem
Parametervektor a« = (ap, ) € R? abhéingende Funktion f,: R — R, fo(z) = a1 + agx
gegeben. Bestimmen Sie den Parametervektor ag € R? so, dass

m

Z(yz — fao(®:))* = gel}RI% Z(yz — falm:))*.

=1

Hinweis: Fassen Sie die Aufgabe als lineares Ausgleichsproblem auf mit

1 = n
A=) =|: + |eR™undy=]| : | €R™

1 Tm Ym

und nutzen Sie Aufgabenteil b).

Losungsvorschlag:

a) Setzen wir beispielsweise n = 1, m = 2 und

1 1
A:<>€R2X1 und y:<>
0 1
x 1 "
Ax = <0> # <1> =y fiir alle z € R,

Dann ist



d.h., die Gleichung Ax = y hat keine Losung. Allgemeiner gilt (z.B. nach der Dimensions-
formel) dim Bild(A4) < dim K" = n und damit

dim Bild(A4) <n < m = dimK™.

Also muss Bild(A) & K™ sein, d.h., sofern n < m ist, existiert immer ein y € K™, sodass
Ax # y fir alle z € K™ ist.

Sei Py die Orthogonalprojektion von y € K™ auf U = Bild(A). Da Py in U liegt, existiert
ein zy € K" mit Py = Az,. Nach Satz 15.8 (6) gilt dann

Iy — o]l = min fly — Az]|.

Damit 16st ¢ das lineare Ausgleichsproblem (). Nun zur Aquivalenz:
»= Angenommen, z, € K" erfiillt (x). Dann gilt nach Satz 15.8 (6), dass Azy = Py ist,
woraus mit Satz 15.8 (5) y — Py = y — Axy L Bild(A) folgt. Nun gilt aber

y — Azo L Bild(A)
< (Azly — Axg) = 0 fiir alle z € K®
< (z|A*(y — Axp)) = 0 fiir alle z € K"
< A'(y — Azg) =0 A" Axy = A'y.

,<=" Sei zy € K", sodass A*Axy = A*y gilt. Nach obigen Aquivalenzen gilt dann y — Az, L
Bild(A). Sei nun z € K" beliebig. Dann folgt

ly — Az||* = [[(y — Azo) + A(zo — 2)[I* = ly — Azl]* + [[A(zo — 2)II* > [ly — Azo|*.

Da dies fiir beliebiges x € K™ gilt, folgt ||y — Az|| > ||y — Az fiir alle € K. Damit erfiillt
xo die Gleichung (x).

Zusatz: Seien A und y so wie im Hinweis. Fiir a € R? gilt dann Aa = (fo(21), .y fa(Tm)),

woraus

m

ly = Aall® = (yi — fala:)) (2)

i=1
folgt. Also gilt auch

m

mln A« —Hll NED)
i s = Aol = min > (0~

Nach Aufgabenteil b) wird fiir ein ag € R? das Minimum auf der linken Seite angenommen.
Weiter gilt nach b)

A*Aay = A™y.

Wir wollen nun dieses lineare Gleichungssystem losen. Mit der Abkiirzung 1 := (1,...,1) €

R™ kann schnell nachrechnen, dass

" A:<m <1rx>> . A*y:<<1|y>>
(L) (alo) (x]y)



gilt. Wir wenden nun das Gaufische Eliminationsverfahren fiir lineare Gleichungsssysteme

I ( m  (1lz)
I\ () (z]2)

Wenn wir 7 := +(1|z) bzw. § := = (1|y) fiir die Mittelwerte der z; bzw. y; schreiben, erhalten

(1]y) = I m (1]x) (1ly)
($|y)> mll=(1je) L 1D (0 [m(z]x) — (1]x)?] [m($|y)—(1|$)(1|y)]).

wir

_omlzly) = (x)(ly) _ (@ly) —mzy _ @—z-1y-g-1) 5@ =Ty =Y

m(zlr) — (1z)>  (zle) —mz® — (z—T-1le—7-1) S (2 — )2

und
1 _
ar = —[(1]y) = (Lz)az] = 7 - Tas.
Damit haben wir ay = (ay, as) € R? gefunden und

foo(X) =7 — 0T + g

:y‘i‘ag(l’—f)

Bemerkung: Die Grofe cov(z,y) := = 3" (z; — T)(y; — ) wird in der Statistik als Stich-

probenkovarianz bezeichnet. So ist also fu, (1) =7 + Ezzgi; (x — 7).

Allgemeine Informationen

e Webseite zur Vorlesung: http://www.math.kit.edu/iana3/lehre/hm2phys2020s/
e Kursmaterialien in ILIAS: https://ilias.studium.kit.edu/

Ubungsbetrieb

e WICHTIG: Anmeldung zu den Tutorien bis zum 26.04.2020, 14 Uhr, unter
https://www.redseat.de/kit-physik/. Die Einteilung wird am selben Tag noch per E-Mail
verschickt. Die Tutorien beginnen ab dem 27.04.2020 und finden zu den angegebenen Ter-

minen in Form von Videokonferenzen in Microsoft Teams statt. Nahere Informationen
hierzu finden Sie im ILIAS-Kurs.

e Jeden Donnerstag erscheint auf obiger Webseite und im ILIAS-Kurs ein Ubungsblatt. Sie
umfassen den Stoff der aktuellen Woche und werden zum Teil freitags in der Ubung, zum
Teil in den Tutorien der folgenden Woche besprochen. Die Ubung wird als Video in ILIAS
zur Verfiigung gestellt.

Klausur

e Informationen hierzu liegen noch nicht vor und werden noch bekanntgegeben.



