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2. Ubungsblatt

Aufgabe 7 (Ubung)

Sei f € Cper([—m, 7], C).
a) Zeigen Sie f(k) — 0 fiir |k| — oo.
Hinweis: Besselsche Ungleichung und notwendige Bedingung von Reihenkonvergenz.
b) Sei a € R. Zeigen Sie:

/_ﬂ F@)sin((k +a) ) dz — 0 (k] — o).

Hinweis: Nehmen Sie zunéchst an, dass f reellwertig ist. Nutzen Sie das Additionstheorem
fiir den Sinus und Aufgabenteil a).

Bemerkung: Die obigen Aussagen gelten auch fir f € R([—=, 7], C).

Aufgabe 8 (Tutorium)

a) Sei a € (0, 7). Wir definieren die Funktion f: [—m, 7] — R durch

1 fir z € [—a,al,
fz) =
0 sonst.
Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von f. Stellt sie in jedem Punkt x € [—n, 7] die Funktion
f dar? Ist die Fourierreihe stetig?
b) Seien o € C\ Z und f(z) := cos(ax), x € [, 7]. Berechnen Sie die Fourierreihe von f und

folgern Sie mit dem Darstellungsssatz 16.2 die Formel

i": 1 ™
~ K —a? "~ 2a%  2atan(arm)’

c¢) Berechnen Sie den Wert der Reihe Y °° -

n=1 nt"

Hinweis: Fourierreihe von f(z) := 22 (s. S.22, Skript) und Satz 16.4 (i).

Aufgabe 9 (Ubung)

Fiir n € N definieren wir den n-ten Fejér-Kern F, € Cper([—7, 7], C) durch

n—1
Fo(z) = ﬁ Z Z e xe[-m .

k=0 |¢|<k



a) Sei k € N. Zeigen Sie

cilk+l)z _ —ikz

D et = 7 ¢Ema\{ok

le|<k

Hinweis: Geometrische Summenformel.

b) Beweisen Sie

Fo(z) = 1 sin®(nx/2)

" omn sin?(2/2) T € [-m, 7\ {0},n eN.

Hinweis: Nutzen Sie a) und die geometrische Summenformel. Nutzen Sie anschlieend die
Identitiit sin(z) = (e — ™) /(2i), v € R.
c) Zeigen Sie:
(i) J" Fu(x)dx =1 fiir alle n € N,
(17) F(xz) >0 fur alle x € [-m,7],n € N,
(i1i) F,, — 0 (n — o) gleichméBig auf [, 7| \ [0, ] fur beliebiges ¢ € (0,7).

Aufgabe 10 (Tutorium)
Sei f € Cper([—m, 7], C) stetig differenzierbar und auch f’ € Cpe([—, 7], C).
a) Zeigen Sie

Fi(k) = ikf(k) fir alle k € Z.

b) Seien m,n € N mit m < n. Zeigen Sie

m<|k|<n

1 "
<Irn > 5 fiir z € [—m, 7).

m<|k|<n

Hinweis: Nutzen Sie a), die Cauchy-Schwarz Ungleichung und die Besselsche Ungleichung.
c¢) Folgern Sie aus b) und dem Darstellungssatz 16.2, dass die Fourierreihe von f gleichméfig

gegen f konvergiert.

Aufgabe 11 (Ubung)

Sei f € Cper([—, 7], C) und f die 27-periodische Fortsetzung von f auf R. Fiir n € N definieren
wir S, f € Cper([—m, 7], C) durch

z_: Z foe | x € [m, 7.

k=0 \|¢|<k

S|

(Snf)(x) :=

Die Funktion S, f ist also das arithmetische Mittel der ersten n Partialsummen der Fourierreihe
von f. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass S f,, gleichméafig gegen f konvergiert und hieraus

Satz 16.4 zu folgern.
a) Zeigen Sie

(Suf)(x) = / " fe—y) Fuly)dy, w€lmalneN,

wobei F, der n-te Fejér-Kern aus Aufgabe 9 ist.



b) Zeigen Sie, dass S, f gleichméBig gegen f konvergiert.
Hinweis: Schreiben Sie mit Hilfe von a) und Aufgabe 9 ¢) (i), (ii),

(5.0~ Sl = | [ (G- - f(w))Fn(y)dy'

5
< [ We—p—f@ B@as [ i - ) R

fir « € [~ m] und kleines, geschickt gewéhltes 6 € (0,m) (hierbei ist [__ .\ ;5 =
f:j + |, ;). Schiitzen Sie den ersten Term mit Hilfe der gleichméBigen Stetigkeit von f und
Aufgabe 9 ¢) (i) ab, fiir den zweiten Term nutzen Sie die Beschriinktheit von f und Aufgabe
9 c) (iii).

c¢) Folgern Sie aus b), dass ||S,f — f|| = 0 (n — o0), wobei || - || die Norm in Cpe([—7, 7], C)
bezeichnet.

d) Beweisen Sie Satz 16.4. (Hinweis: Satz 15.8 (6) mit U,, := lin({ex: |k] < n}), n € Ny, und
beachten Sie Sf,, € U,_1, n € N, und Aufgabenteil c).)

Aufgabe 12 (Tutorium)

In dieser Aufgabe wollen wir die punktweise Konvergenz der Fourierreihe unter etwas stérkeren
Voraussetzungen als in Satz 16.2 beweisen.
Sei f € Cper([—m, 7], C) und f die 27-periodische Fortsetzung von f auf R. Fiir n € N definieren
wir P, f, D,, € Cper([—m, 7], C) durch
(Puf)@) =Y f(k)e™, € [-m,],
|k|<n
D, (z) := L Z e** g [-m ml.
2 izn
Die Funktion P, f ist also die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f. Die Funktion D,, heift
n-ter Dirchlet-Kern.
a) Zeigen Sie [ D, (z)dz =1 fiir alle n € N,
b) Zeigen Sie

(Pf)) = [ Fte—) Duly)dy, w€-mmlneN.

c) Zeigen Sie:
Dy(a) = L0+ 3)a)
21 sin(x/2)
Hinweis: Aufgabe 9 a) und die Identitét sin(z) = (e®* — ™) /(2i), z € R,
d) Seinun f zusdtzlich differenzierbar. Zeigen Sie, dass die Fourierreihe von f punktweise gegen
f konvergiert, d.h., (P,f)(z) — f(z) (n — oo) fiir alle x € [—7, 7.

Hinweis: Schreiben Sie mit Hilfe von a),b) und c)
(Pu@) = 101 = | [ G =) = Fenvamas] = | [ atwysin((w+5) ) i

mit g(y) == (27r)_1(f(a7 —y) — f(x))/sin(y/?). Zeigen Sie, dass ¢ stetig, also insbesondere

x € [—m 7]\ {0},n €N.

integrierbar ist, und nutzen Sie nun Aufgabe 7 b) und die Bemerkung in Aufgabe 7.



