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2. Ubungsblatt

Aufgabe 7 (Ubung)

Sei f € Cper([—m, 7], C).
a) Zeigen Sie f(k) — 0 fiir |k| = oo.
Hinweis: Besselsche Ungleichung und notwendige Bedingung von Reihenkonvergenz.
b) Sei a € R. Zeigen Sie:

/j f(z)sin((k+a)x)de — 0 (|k] = o0).

Hinweis: Nehmen Sie zunéchst an, dass f reellwertig ist. Nutzen Sie das Additionstheorem
fiir den Sinus und Aufgabenteil a).

Bemerkung: Die obigen Aussagen gelten auch fiir f € R([—m, 7], C).
Loésungsvorschlag:
Fiir k € Z sei wie immer ey € Cper([—7, 7], C) definiert durch eg(x) := e, z € [—m, 7).

a) Sei f € Cper([—m,7],C). Wie aus der Vorlesung bekannt ist, ist {ex: k € Z} ein abzéhlbar
unendliches Orthonormalsystem in Cpe([—, 7], C) und es gilt F(k) = (fle) fiir alle k € Z.
Nach der Besselschen Ungleichung, Satz 15.9 (2), folgt dann

STEP =S [(Flew)? < IIfIl - fiir alle n € N,
k=1 k=1

Damit konvergiert die Reihe auf der linken Seite, weshalb nach der HM I ihre Reihenglieder
eine Nullfolge bilden. Also folgt

[f(k)* =0 (k— o)
und damit auch

f(k) =0 (k— o0).

Ersetzen wir in der oberen Reihe f(k) durch f(—k), sehen wir, dass auch f(—k) — 0
(k — o0) gilt. Zusammen folgt also

(k) =0 ([k] = o0).



b) Seien a € R und f zunichst reellwertig. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dass f(—n) = f(7m) = 0 ist.
(Begriindung: In der Tat, falls dies nicht der Fall ist, kénnen wir

g: [-m, 7] = C, g(x) = f(x) — f(m),

definieren. Dann liegt mit f auch g in Cper([—, 7], C) und es gilt g(7) = g(—n) = 0, wie man
sich leicht klar macht. Da die Funktionen z + sin((k + a)z), z € [—m, 7|, k € Z, ungerade

sind, folgt ferner
/ g(x)sin((k + a)x) dx = / f(z)sin((k + a)z)dx, k€ Z.

Weil obige Integrale gleich sind, reicht es dann die Aussage fiir g zu beweisen.)

Nach dem Additionstheorem fiir den Sinus ist

sin((k + a)x) = sin(ax) cos(kx) + cos(az) sin(kx)
= hy(x) cos(kz) + ho(z) sin(kz), x € [—m, 7],k € Z,

wobei hq(z) := sin(ax) und hy(x) := cos(ax). Damit ist

™

/_7r f(x)sin((k + a)x)dr = f(x)hi(z) cos(kx)dx + /7r f(x)he(z) sin(kx)dx
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wobei wir im letzten Schritt einerseits ausgenutzt haben, dass wegen f(7w) = f(—m) = 0 die Funk-
tionen f-hy und f - hy in Cper([—, 7], C) liegen (und wir damit a) anwenden durften) und ande-
rerseits dass eine komplexe Folge genau dann eine (komplexe) Nullfolge ist, wenn sowohl die Folge
der Real- als auch die Folge der Imaginirteile reelle Nullfolgen sind. Ist nun f € Cpe([—7, 7], C)
komplexwertig, so gilt auch Re(f),Im(f) € Cper([—, 7], C) und somit nach dem bereits Bewiese-

nen

™

/7r f(z)sin(kx + a)dz = /7r (Re f)(z) sin(kx + a)dx +i/ (Im f)(z)sin(kx 4+ a)de — 0 (|k| = o0).

—T —T
N J/ . J/

TV '
—0 —0

Damit ist die Aussage bewiesen.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Besselsche Ungleichung auch fiir f € R([—m, 7], C) gilt.
Da wir fiir die obigen Aussagen nur diese gebraucht haben, gelten die Aussagen auch fiir f €
R(]—m,7],C). Die Aussage in Aufgabenteil a) wird in der Literatur auch Lemma von Riemann-

Lebesgue genannt.



Aufgabe 8 (Tutorium)

a) Sei a € (0, 7). Wir definieren die Funktion f: [-m, 7] — R durch

1 fiir z € [—a,d],
fx) =
0  sonst.
Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von f. Stellt sie in jedem Punkt « € [—n, 7] die Funktion
f dar? Ist die Fourierreihe stetig?
b) Seien a € C\ Z und f(z) := cos(ax), x € [—m, 7]. Berechnen Sie die Fourierreihe von f und

folgern Sie mit dem Darstellungsssatz 16.2 die Formel

i I ™
— k? —a? 202 2atan(am)’

¢) Berechnen Sie den Wert der Reihe Y 0% 2

n=1 n%"

Hinweis: Fourierreihe von f(z) := 2% (s. S.22, Skript) und Satz 16.4 (i).

Losungsvorschlag:

Fiir k € Z sei wie immer ey, € Cyer([—, 7], C) definiert durch ey (x) := e** x € [—m, 7).

a) Wir berechnen die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, = f(k) von f, k € Z. Fiir k = 0

erhalten wir
a

co = f(0) = (fleo) = (1) :%/ o=~

Fir k € Z \ {0} berechnen wir

a 1 e—ikx

A 1 )
e = f(k) = (flex) = %/ ek dy = D—

—a

¢ 1 ek — e sin(ka)

27 1k rk

wobei wir im letzten Schritt die Eulerformel angewendet haben. Also sind die reellen Fou-

rierkoeffizienten gegeben durch

2 2sin(k
a0:200:—a, ak:ck—i-c_kzm, by =i(ck —c_g) =0, keN,
T k
sodass die reelle Fourierreihe von f durch
oo oo 2 . k
% + ; ay cos(kx) = % + 2 % cos(kzx).

gegeben ist. Mit der Zerlegung {—m, —a,a, 7} ist f stiickweise glatt. Daher folgt aus dem
Darstellungssatz 16.2

N Z 251:(1{@) cos(kz) = flz+) + f(z—)

’ € |—m,m.
5 x € [—m, 7]

J1e

k=1



Insbesondere folgt fiir x = a,

_+2281nka S(ka) = f(a—{—)—;—f(a—):()j;l:%

Analog folgt fiir x = —a

a | & 2sin(ka) f(—a)H) + f((—a)=) 140 1
— _ l{ — — — _ —
. ;; e costk(=a)) 2 2 2
Also wird f in den Punkten x € {—a, a} nicht durch seine Fourierreihe dargestellt. In allen
anderen Punkten ist f stetig. Nach dem Darstellungssatz 16.2 wird dort f also durch seine

Fourierreihe dargestellt. Zusammenfassend haben wir also

. 2sin(ka) : fir z € {—a,a}
+ Z — cos(kz) = < 2

k=1 f(z) sonst.

3

Damit ist auch klar, dass die Fourierreihe in den Punkten x € {—a, a} nicht stetig ist.

b) Sei k € Z. Wir berechnen

™ eiax+€—iam

omey, = 2m f (k )—/W f(x)ex(x )da::/ Te‘“”dx

—T

/ z(a k) +e (a+k) z dr

MIH

z a—k)z |7 —i(a+k)z

(&

l\D|+—~

i

zom' —iam (_ 1 ) i iam —iam
R Clll I

—i(a + k)

1
)

= (—1)*sin(an) (a i T a Jlr /f)

 2asin(a)

BT

Nach dem Darstellungssatz 16.2 wird f durch seine Fourierrreihe dargestellt, d.h., es gilt
also

=L (=DFasin(ar) 4,
s~ (Dt asingar)

T a?—k? ’

cos(ax) = x € [—m, 7.

k=—oc0
Setzen wir x = m, erhalten wir hieraus
cos(am) f: (—=1)* asin(ar) (—1)F = = 1 asin(ar)

T a?— k2 T a?—k2
k=—00 k=—00

asin(ar) [ 1 = 1
S AP (N D Y
o (45t




Durch Auflésen der Gleichung nach der Reihe erhalten wir schliefSlich die gewiinschte Iden-
titat

Z B meos(am) 1 T
= |2 —a? 202 2asin(ar) 20?2 2atan(ar)’

c) Nach S.22, Skript, sind die komplexen Fourierkoeffizienten von f(z) = 2% z € [—m, 7],
gegeben durch

. 2 N 2
Co=f(0):§, Ck:f(k):(—l)kﬁ, ke Z\{0}.
Dann gilt
1 & 1 4 1 22" d
2 _ 1 2 - 4 - -
1P = 5 [ 1f@Pde =5 [ atde= 5% =5

Nun folgt mit Satz 16.4
2 2 . A 9 16.4 9 m
—+8Zn4 = [f(O)]? + lim Z (1F®)E +1F =R ﬂgowg FEP 1 = %
Auflésen der Gleichung nach der Reihe ergibt

=1
S

k=1

Aufgabe 9 (Ubung)

Fiir n € N definieren wir den n-ten Fejér-Kern F, € Cper([—m, 7], C) durch

=5 Z Z itz [—m, 7).

k=0 |¢|<k

a) Sei k € N. Zeigen Sie

lt|<k

Hinweis: Geometrische Summenformel.

b) Beweisen Sie

1 sin?(nx/2)
2mn sin®(z/2)

Fo(z) = v € [—m, 7]\ {0}, n €N,

Hinweis: Nutzen Sie a) und die geometrische Summenformel. Nutzen Sie anschlieend die
Identitét sin(z) = (e — ™) /(2i), x € R.
c) Zeigen Sie:
i) [T Fu(z)de =1 fiir alle n € N,
(zz) F,(z) > 0 fiir alle z € [—7,7],n € N,
(i1i) F,, — 0 (n — o) gleichméBig auf [—m, 7| \ [—0, ] fur beliebiges ¢ € (0,7).



Loésungsvorschlag:

a) Seien k € Nund z € [, 7]\ {0}. Wir berechnen

2k i(2k+1)x i(k4+1)z —ika
. ) , . e -1 e —e
b _ _—ikx b _ —ikx _
D=y e =
[41<k £=0

wobei wir fiir die zweite Gleichung die geometrische Summenformel

Su=2" "1 yec\{1}neN, (%)

s w—1
mit w := e # 1 und n := 2k genutzt haben.

b) Seien n € N und z € [—m, 7] \ {0}. Wir setzen w := €. Mit Aufgabenteil a) und der

geometrischen Summenformel folgt

% 1 n—1 -1
ornie) = 32 Yt ST L (L

k=0 |¢|<k

1 {w(w—l — (" = 1) = (w— 1w - 1>}

w—1

w—1

1 {—(w“—l)—(w—”—m]

wh =24+ w " (wi—w )’ sin?((n/2)x)

w—2+w! (w%_w—é)Q ~ sin?(z/2)

wobei wir fiir die letzte Gleichung die Eulerformel benutzt haben.

c¢) (i) Seien n € Nund ej, € Cpor([—7, 7], C), er(z) := e**, x € [-7, 7], k € Z. Wir berechnen

/W ZZ / :%§Z(€z|€o)=%§1:1,

d =0 |€|<k k=0 |¢|<k
da {ex: : k € Z} ein Orthonormalsystem ist.
(ii) Sei n € N. Fiir x € [—m, 7] \ {0} folgt F,,(x) > 0 direkt aus Aufgabenteil b). Fiir x =0

folgt dies unmittelbar aus der Definition von Fj,. Tatsdchlich gilt fiir den Funktionswert

wobei wir die Gaufische Summenformel angewendet haben.

(iii) Seien d € (0,7) und Is := [—7, 7]\ [0, d]. Da die Abbildung x + sin®*(z/2), € [~, 7],

monoton wachsend auf [0, 7] und monoton fallend auf [—, 0] ist, folgt

sin?(0/2) < sin®(x/2), € Is.



Damit folgt fiir alle x € I

1Fy ()| Y Fy(x) = L sin®((n/2)x) _ 1 sin*((n/2)z)

und damit

(i) 1
F = E <—7—7F— - — — .
gﬁ?‘ (@)l wely n(e) < 2msin?(6/2) n 0(n—c0)

Also konvergiert (F},) gleichméBig gegen 0 auf Is.

Aufgabe 10 (Tutorium)
Sei f € Cper([—, 7], C) stetig differenzierbar und auch f’ € Cpe ([—7, 7], C).

a) Zeigen Sie

~

F(k) =ik f(k) fiir alle k € Z.

b) Seien m,n € N mit m < n. Zeigen Sie

1 "
<1171 Z 3 fir x € [—m, 7.

m<|k|<n

m<|k|<n

- 2mn sin®(z/2) T 27n sin®(6/2) T 2msin®(6/2)

1
n

Hinweis: Nutzen Sie a), die Cauchy-Schwarz Ungleichung und die Besselsche Ungleichung.

c¢) Folgern Sie aus b) und dem Darstellungssatz 16.2, dass die Fourierreihe von f gleichméfig

gegen f konvergiert.

Losungsvorschlag:

a) Fiir k € Z sei wie immer e, € Cper([—, 7], C) definiert durch eg(z) := e** 2 € [—m, 7]. Ist

k = 0, so ist die rechte Seite der zu zeigenden Gleichung (trivialerweise) 0 und die linke nach

dem Hauptsatz auch, denn

FO) = o [ F@de= 5 (1) - f(-m) =0,

da f € Cper([—, 7], C). Also ist die Gleichung im Fall k = 0 erfiillt. Ist hingegen k € Z\ {0},

so folgt aus partieller Integration

Fik) = (flex) = @m) " f(@)er(@)|™, —(flek) = ik(flex) = ik f(k),
N——’

=0

wobei wir ausgenutzt haben, dass der Randterm null ist, weil fe, € Cper([—m, 7], C), und

dass €}, = —ikeg.
Also ist die Gleichung fiir alle k € Z erfiillt.



b) Seien m,n € N und m < n. Dann gilt nach a), Cauchy Schwarz (CS) und der Besselschen
Ungleichung (BU) fiir alle z € [—7, 7]

D fet < Y |f k)

m<|k|<n m<|k|<n

1] (cs) : 1 %(BU) 1
a) = y
= [ < | X IrwP Y. m] S XY &
m<|k|<n m<|k|<n m<|k|<n m<|k|<n
c) Sei fiir n € N die Funktion
(Puf)(@) =Y f(k)e™, x€[-mn],
[k <n

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f. Sind nun m,n € N mit m < n, folgt

m+1<]k|<n

1

2

DI 1
< > =] =0 (e,

m+1<]k[<n

max |[(P,f — Ppnf)(z)] = max

z€[—m,m] x€[—m,m]

nach dem Cauchy-Kriterium fiir konvergente Reihen. Damit ist insbesondere ((P, f)(x))nen
fir jedes x € [—m, 7] eine Cauchyfolge in C, und da C vollstindig ist, existiert somit
Pf(z) = lim, o (P, f)(x) fir alle z € [—m, 7]. Der Grenziibergang n — oo in der obe-
ren Ungleichungskette liefert

1
max |[(Pf — Pnf)(x)| < || f'l Z 2]

S )
z€|—7,7] kSl

wobei der Reihenrest auf der rechten Seite fiir m — oo gegen 0 konvergiert. Damit konver-
giert also (P, f) sogar gleichméfig gegen Pf. Nach dem Darstellungsssatz 16.2 konvergiert
aber (Pf,) auch punktweise gegen f. Da Pf, — Pf gleichméBig insbesondere Pf, — Pf
punktweise impliziert, folgt aus der Eindeutigkeit des punktweisen Grenzwertes Pf = f.

Damit konvergiert P f, gleichméaflig gegen f.

Aufgabe 11 (Ubung)

Sei f € Cper([—7,7],C) und f die 27-periodische Fortsetzung von f auf R. Fiir n € N definieren
wir S, f € Cper([—m, 7], C) durch

i Z foe |, x € [m, 7.

k=0 \ |¢|<K

(Snf)(x) =

S|

Die Funktion S, f ist also das arithmetische Mittel der ersten n Partialsummen der Fourierreihe
von f. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass S f,, gleichméafig gegen f konvergiert und hieraus

Satz 16.4 zu folgern.

a) Zeigen Sie

(Suf) () = / e —y) Fuy)dy, w€lmalneN,

wobei F, der n-te Fejér-Kern aus Aufgabe 9 ist.

[



b) Zeigen Sie, dass S, f gleichméBig gegen f konvergiert.
Hinweis: Schreiben Sie mit Hilfe von a) und Aufgabe 9 ¢) (i), (ii),

(5. £)(x) — f(a)] = ‘ [ Ga-u - f<x>>Fn<y>dy'

< / 1@ =)= F@I Pu(w)iy + / @ —y) — f(2)| Fuly)dy

[_Wvﬂ]\[_(své]

fir x € [—m, 7] und kleines, geschickt gewéhltes 6 € (0,7) (hierbei ist f[_mr]\[_ 55 =
f:j + |, ;). Schiitzen Sie den ersten Term mit Hilfe der gleichméBigen Stetigkeit von f und
Aufgabe 9 ¢) (i) ab, fiir den zweiten Term nutzen Sie die Beschrinktheit von f und Aufgabe
9 ¢) (iii).

c¢) Folgern Sie aus b), dass ||S,f — f|| = 0 (n — o0), wobei || - || die Norm in Cpe([—7, 7], C)
bezeichnet.

d) Beweisen Sie Satz 16.4. (Hinweis: Satz 15.8 (6) mit U,, := lin({ex: |k] < n}), n € Ny, und
beachten Sie Sf,, € U,_1, n € N, und Aufgabenteil c).)

Losungsvorschlag:

Fiir k € Z sei wie immer e, € Cyep([—7, 7], C) definiert durch e (x) := e,z € [—m, 7).

a) Seien x € [—7, 7], n € N. Dann gilt

Su ) =23 S f0e) = Y Y 50 [ fle- ety

2mn J_,
k=0 |¢|<k k=0 |¢|<k
™ 1 n—1 T 1 n—1
[ 10 |5 at—n |- [ fe-p |5 X at |
k=0 |¢|<k k=0 |¢|<k

—T

wobei wir fiir die vorletzte Gleichung die Substitution y +— x —y und die 27-Periodizitat des

Integranden benutzt haben.

b) Sei e > 0. Wir miissen zeigen, dass ng € N existiert, sodass

max |[(S.f)(z) — f(z)| < e fiir alle n > ny.

T€[—m,m]

Hierfiir sammeln wir vorerst einige Fakten. Da [—m, 7] kompakt und f stetig ist, ist f so-
gar gleichmifig stetig auf [—m, 7]. Damit ist aber auch die 27w-periodische Fortsetzung f

gleichméfig stetig auf R. Deshalb existiert § € (0, ), sodass
\f(x)—f(y)]<g fir alle z,y € R mit |z — y| < 4. (1)

Weiterhin ist f als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [—m, 7] beschrankt, womit
auch f beschrankt ist. Deshalb existiert C' > 0 mit

|f(z)| < C fiir alle z € R. (2)



Ferner konvergiert nach Aufgabe 9 ¢) (iii) die Funktionenfolge (F,,) gleichmaBig gegen 0 auf
[—m, 7] \ [0, d]. Insbesondere kénnen wir also ein ny € N finden, sodass

£
F, < ——  fur all > ng. 3
s x| Enle) < grm—y fwallen 2 ng 3)

Nun folgt fiir alle n > ng und x € [—m, 7| unter Anwendung von Aufgabenteil a), Gleichungen
(1)-(3) und Eigenschaften (i)-(iii) aus Aufgabe 9 c), dass

R —

- | [ (-0 - Feprmal

|(Snf) ()

< [ 1w - F@l By + /[ o =) = F@)] Fuly) dy

£
< —4+20-2(r—¢ max F,(x
-2 ( )ze[fw,w]\[sa] (z)
Qe aciamop). S .
-2 8C(r—46) 2 2

Da = € [—m, 7] und n > ng beliebig waren, folgt also

max |(S,f)(z) — f(z)] <e fiir alle n > ny.

z€[—m,m]

Damit ist der Beweis abgeschlossen.
Nach Aufgabenteil b) gilt
max [(f = S£,)(@)] — 0 (n-> o).

z€[—m,

Insbesondere existiert ein ng € N, sodass
|(f = Sfo)(z)] <1 firalle z € [—m,7],n > ng.
Hieraus folgt
(f = SE)@I < |(f = Sf)(@)] fir alle o € [—m,7],n > ng
und damit auch

max |(f — Sf.)(z)]> < ér[l_ax]|(f—5fn)(a:)| fiir alle n > ny.

z€[—m,m]

Also ist auch (maxge(—rq |(f — Sfn)(@)[*)nen eine Nullfolge. Es folgt
1 s
I =51 = 5 [ 10 =St@P e
< ( mas [(f - an><x>|2) o [y s (7= SRR — 00— 50)

z€[—m,m] 2m x€[—m,m]

Also konvergiert (S, f) gegen f in (Cper([—7, 7], C), | - ||)-



d) Sei V := (Coer([—m, 7], C), || - ||)- Fiir n € Ny sei Uy, := lin({ey: |k| < n}. Weiter sei P, der

in Satz 15.8 definierte Orthogonalprojektor auf U, d.h.,
Po: V=V, Pof =Y (flew)er = Y f(k)ex.
|k|<n |k|<n

Wir bemerken, dass P, f gerade die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f ist. Da fiir
jedes n € N die Funktion S f,, eine Linearkombination der Funktionen ey, |k| < n—1, ist, liegt
Sf,in U,_y C U,. Mit Satz 15.8 (6) folgt dann aber ||f — P, f|| < ||f — Snf|| fiir alle n € N.
Damit folgt aber mit Aufgabenteil c)

<)
If = Pufll < [If = Snfll — 0 (n— o0).
Dies ist priizise die Aussage 16.4 (2). Wegen f(k) = (flex), k € Z, ist aber nach Satz 15.9 (3)

die Aussage 16.4 (2) einerseits dquivalent zur Aussage 16.4 (1), und andererseits dquivalent
zur Aussage, dass U := |J,— U, = {ex: k € Z} ein vollsténdiges Orthonormalsystem in V
ist. Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe 12 (Tutorium)

In dieser Aufgabe wollen wir die punktweise Konvergenz der Fourierreihe unter etwas stédrkeren
Voraussetzungen als in Satz 16.2 beweisen.
Sei f € Cper([—7,7],C) und f die 27-periodische Fortsetzung von f auf R. Fiir n € N definieren
wir P, f, D,, € Cper([—ﬂ',ﬂ'] C) durch

Z f(k)e**  zel—m ],

|k|<n

1 )
D, (x) := . Z ek g [-m ml.

|k|<n
Die Funktion P, f ist also die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f. Die Funktion D,, heif3t
n-ter Dirchlet-Kern.
a) Zeigen Sie [ D, (x)dx =1 fiir alle n € N,
b) Zeigen Sie

/ f(z —y) D, (y)dy, x € [-m 7],neN.

c) Zeigen Sie:

1 sin((n+ 3)z)

2  sin(x/2)
Hinweis: Aufgabe 9 a) und die Identitét sin(z) = (¢ — e™)/(2i), = € R,

d) Sei nun f zusitzlich differenzierbar. Zeigen Sie, dass die Fourierreihe von f punktweise gegen
f konvergiert, d.h., (P, f)(z) = f(z) (n — oo) fiir alle x € [—m, 7].

Hinweis: Schreiben Sie mit Hilfe von a),b) und c)

(@) = 101 = | [ (G0 = Fenvamas] = | [ awysin((w+5) ) i

mit g(y) := (27) ' (f(z —y) — f(x))/sin(y/2). Zeigen Sie, dass g stetig, also insbesondere

D,(x) = xz € [—m, 7|\ {0},n € N.

integrierbar ist, und nutzen Sie nun Aufgabe 7 b) und die Bemerkung in Aufgabe 7.



Loésungsvorschlag:
Fiir k € Z sei wie immer e € Cyer([—7, 7], C) definiert durch ey (x) := e,z € [—m, 7).

a) Sei n € N. Wir berechnen

D r)dr = Z / ex(z) do = Z(€k|€0) =1,

o k| <n k| <n

da {ex: k € Z} ein Orthonormalsystem ist.

b) Sei n € N. Dann gilt fiir alle x € [, ]

=Y Fete) = X o= [ e sty

|k|<n k[<n
T 1
:/ fly) %Zekm—y dy—/fx— —Zek(y) dy
- |k|<n |k|<n

= | [flz—y)Duly)dy,
wobei wir im vorletzten Schritt die Substitution y — x — y verwendet haben.

c) Seien n € Nund z € [—m, 7]\ {0}. Nach Aufgabe 9 a) ist

21D, ( Z e €T gmine iy (ei(n%)w _ e—i(n+%)w)
s et = e 1 N o5 (0% — o i3)

[k|<n

(ei(”+%)x — e_i(”J“%)“")/(%) _sin ((n+3) )
(e'2 —e™'2) /(20) sin(x/2)
d) Seien z € [—m, 7] und f zusétzlich differenzierbar. Wir nutzen den Hinweis und erhalten
b) T ~
(Paf)) — (@) 2 )| 2|/ (Fa =) = Fa)Datw) dy

)

f(l‘—) n(y) dy — f(x

[ own((v+3)1) o

&

(¢}

mit
1 f(ﬂﬂ_—y)—f(z) fiir 0
gilma 5 € gly) = 77w V7O
—<f(x) fir y = 0.

Dann ist g stetig: Fiir y # 0 ist dies klar, da Summen und Produkte stetiger Funktionen
stetig sind. Fiir y = 0 folgt mit der Regel von de L’Hopital

1. fe—y—fl& 1. fz-—y-fle) y 1,
i gly) = o lim sin(y/2) _%i%\ Y sin(y/2) A
~T'(a) e

N =

Also ist g in y = 0 stetig und damit insbesondere integrierbar. Mit Aufgabe 7 b) mit a :=
und der Bemerkung in Aufgabe 7 folgt nun

(Pun(@) = 1) =| [ atwsin ((n45) o) ds—0 @0 )



