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3. Ubungsblatt

Aufgabe 13 (Ubung)
Sei V' = C(]—1, 1]) mit der Norm

1 3
1l o= (/1|f(x>|2dx> . ev.

versehen. Wir definieren (f,),eny € V' durch

0 fir z € [-1,—2],
fn: [_171]_>R7 fn(x): nl’—i-l ﬁil‘l‘e (—%,0],
1 fiur x € (0,1].

a) Zeigen Sie, dass (f,,) eine Cauchyfolge in (V.|| - ||2) ist.

b) Zeigen Sie, dass (V]| - ||2) kein Banachraum ist.

Loésungsvorschlag:

a) Sei e > 0. Wir miissen zeigen, dass ein ny € N existiert, sodass

| fo — finll2 < & fiir alle n,m > ng.

Hierfiir bemerken wir vorerst, dass die Folge (\/Lﬁ)neN eine Nullfolge ist und damit ein ny € N

existiert, sodass

Seien nun m,n € N mit m,n > ng. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dass n < m gilt. Nach Definition stimmen f, und f,, auf dem Intervall [—1,1] \
(—+,0] iiberein, also gilt |f,(z) — fm(x)] = 0 fiir alle z € [-1,1] \ (—+,0]. Fiir z € (—+,0]
gilt 0 < f(x) <1und 0 < f,(z) <1, und damit auch |f,(z) — f.(x)| < 1. Somit folgt nun

1) ko= [ o) = putoar)



:(/1 |fn<$)_fm($)’2dx> < (/11dx> :%S\/Ln_o(*)&

Da m,n > ng beliebig gewéhlt waren, erhalten wir
| fo — fill2 < & fiir alle n,m > ng.
Also ist (f,,) eine Cauchyfolge in (V|| - [|2).

Wir beweisen die Aussage per Widerspruch. Angenommen, (V|| - [|2) wére ein Banachraum.
Da wir in a) nachgewiesen haben, dass die Folge (f,,) eine Cauchyfolge in (V, ||-||2) ist, miisste
diese Folge auch einen Grenzwert in (V|| - ||2) haben, d.h., es miisste ein f € V existieren,

sodass
lim [|f — full2 = 0.
n—oo

Wir zeigen nun, dass dann f gegeben ist durch

f(z) = 0 xe€l[-1,0), (55)
1 z€l0,1].
Offensichtlich wére dann f unstetig an der Stelle z = 0, im Widerspruch zu f € V.
Bevor wir allerdings (xx) zeigen, fithren wir noch etwas Notation ein. Sei I = [a, 3] C
[—1,1], (o < ), ein abgeschlossenes Intervall. Dann schreiben wir V; := C(I) = {g: I —
R| g ist stetig} und [|gll2,; == [; |g(z)|* dz = ff lg(x)|*dx, g € V7. Nach §15 des Skriptes,
S.1, ist dann der Raum (V7, || - ||2.r) ein Skalarproduktraum, also insbesondere ein normierter

Raum. Ist weiterhin g € V', so liegt die Einschréankung g|; von g auf I, also

g|I: I _>]R7 g|I<Q?> :g(l'),

in V7 und es gilt ||glzll2.r < [lgll2-
Sei nun I, = [—1, —¢] C [—1,0) mit beliebig, aber fest gewihltem € € (0,1). Dann ist nach
Definition f,|; = 0 fiir alle n > =1, Daraus folgt

[z = T ([(F = fa)lr 2. < i [[f = fulla =0,
n—o0 n—oo

also f|r. = 0, oder dquivalent, f(z) = 0 fiir alle z € I.. Da € € (0,1) beliebig gew&hlt war,
muss sogar f(z) = 0 fiir alle x € (U (o) Ic = [~1,0) gelten. Betrachten wir nun andererseits
das Intervall I = [0,1], so ist f,|; = 1 fiir alle n € N (wobei hier 1 € V; als konstante

Funktion in [0, 1] zu verstehen ist). Damit gilt
1f1r = Ular = I1(F = f)lrllzx <1 = full2 - fiir alle n €N,
und somit auch
0<|flr = 12r < ggo | fn = fll2=0.

Folglich muss || f|; — 1||;2 = 0 und damit f|; = 1 sein. Das bedeutet aber gerade f(z) =1

fiir alle z € [0, 1]. Damit ist (xx) gezeigt und der Beweis ist abgeschlossen.



Aufgabe 14 (Tutorium)

a) Sei A € R3*3 gegeben durch

1 2
A=|-2 3
1 21

Berechnen Sie det(A), indem Sie

(i) die Regel von Sarrus anwenden,
(ii) nach der ersten Zeile entwickeln,

(iii) die Matrix A durch elementare Spaltenumformungen in eine obere Dreiecksmatrix tiberfithren.

b) Seien a,b € R3. Zeigen Sie

det(a, b,a x b) = |la x b||*.
Losungsvorschlag:

a) Sei A € R¥3 so wie in der Aufgabenstellung.

(i) Nach der Regel von Sarrus (vgl. S.34, Skript) ist

det(A)=1-3-1+2-1-1+43-(=2)-2—-3-3-1-1-2-1-2-(=2)-1
—34+2-12-9—-2+4=—14.

(ii) Nach dem Entwicklungssatz 17.4 erhalten wir

det(A4) = i(—l)’f*lalk det(Asr)

k=1
1 -2 1 —2
=det 3 — 2det + 3det 3
2 1 1 1 1 2
=B3-2)—-2-(-2-1)+3-(-4-3)=146—-21=—-14.

(iii) Wir fiithren elementare Spaltenumformungen durch, die die Determinante invariant las-
sen (vgl. Satz 17.2 (2)), und erhalten

+ + +
e lea | s
1 2 3 -2 2 3 -2 —4 3 —-14 —4
det(A)=det | =2 3 1| =det| -3 3 1| =det|-3 1 1| =det| O 1

1 21 0 21 0 0 1 0 0



Nach S.34, Skript, ist die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt der

Diagonalelemente. Deshalb ist

—14 -4 3
det(A) =det [ 0 1 1| =(-14)-1-1=-14.
0 0 1

b) Seien a = (ay, as,az),b = (by,by,b3) € R® und a x b= ((a x b)1, (a X b)2, (a x b)3) € R? das
Vektorprodukt von a und b. Weiter sei {e;, e2,e3} C R? die kanonische Basis im R3. Dann

gilt nach Eigenschaft (D2) der Determinante und dem Entwicklungssatz

det((a,b,a x b)) =det([a, b, (a x b)1e; + (a X b)aes + (a x b)zes])
=det((a, b, (a X b)1e1)) + det((a, b, (a x b)es)) + det((a, b, (a X b)ses))

b b b
=(a x b); det @ o2 (@ x b)y @ + (a x b)3 @
as b3 as by az by

=(a x b)? + (a x b)3 + (a x b)%

—Jla x b|]%.

Aufgabe 15 (Ubung)

In dieser Aufgabe geht es um den Determinantenmultiplikationssatz, Satz 17.5 (1), und einigen
Folgerungen von ihm.
Seien n € Nund A, B € K"*™.

a) Zeigen Sie
det(AB) = det(A) det(B).

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille det(A) = 0 und det(A) # 0. Fiir det(A) # 0 betrachten
Sie (fiir festes A) die Funktion
1
KV - K = ———det(A
fA — I8, fA<C) det(A) € ( C)
und nutzen Sie Satz 17.1 (mit der Identifikation K™*™ = (K™)").
b) Folgern Sie aus a)

1
det(A)

A ist invertierbar. — det(A’l) =

Seien nun A € K™ B =K™™ n,m € N.

c) Wir betrachten die Matrix

C = A0 c K(m—&-n)x(m—&—n)’
0 B

wobei die 0 in der ersten (bzw. zweiten Zeile) als Nullmatrix in K™ (bzw. in K™*") zu

verstehen ist. Zeigen Sie

det(C') = det(A) det(B).



Hinweis: Schreiben Sie C' = AB fiir zwei geeignete Matrizen A, B € Ktmx(m+n) mjt

det(A) = det(A), det(B) = det(B), und nutzen Sie a).

Loésungsvorschlag:

Seien n € N und A, B € K"*".

a) Sei zunéchst det(A) = 0. Nach Satz 17.2 (4) ist dann A nicht invertierbar. Allerdings ist
nach dem Rangsatz eine Matrix genau dann invertierbar, wenn sie vollen Rang hat. Fiir den
Rang von A folgt deshalb rg(A) := dim(Bild(A)) < n und wegen

Bild(AB) C Bild(A),

dann auch rg(AB) < rg(A) < n. Also hat auch AB keinen vollen Rang und ist damit
nicht invertierbar, was geméf Satz 17.2 (4) wiederum det(AB) = 0 impliziert. Also gilt
det(AB) = det(A) det(B), falls det(A) = 0 ist.

Sei also nun det(A) # 0. Wir betrachten dann die Abbildung

fa: K" > K, fa(C)

= det(AC).

det(A) deUAC)
Man kann schnell nachrechnen, dass f4 die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) aus Satz 17.1
erfiillt (also eine sogenannte normierte, alternierende Multilinearform ist). In der Tat gilt
fiir die Einheitsmatrix I,, € K™*"

det(Al,) = ! det(A) = 1.

falln) ~ det(A)

~ det(A)

Also gilt (D1). Fiir den Nachweis von (D2) seien C' = (cq,...,¢,) € K" mit Spalten
C1y ey Cn € K™ sowie b € K" und Skalare «, § € K gegeben. Dann gilt fiir alle j € {1,...,n}

(fiir j € {1,n} mit den offensichtlichen Interpretationen der Matrixausdriicke)

fA((Cla <oy Cio1, Ay + Bb7 Cit1y--- acn))
det((Acl, N ,ACj_l, A(CYC]' + 6[)), ACj+1, N ,Acn))

det(A)
1
B det(A) det((Acy, ..., Acj 1, adc; + BAb, Acjyy, . . ., Acy))
(x o 3
= det<A> det((ACh ceey ACj—h ACj, ACj+1, ceey ACn)) -+ m det((Acl, ceey ACj_l, Ab, ACj+1, ey ACn))
=afal(cr, . 61,65, ¢41, -, a)) + Bfalcr, oo ¢io1,b,¢5415 -5 Cn)),

wobei wir in (x) Eigenschaft (D2) der Determinante ausgenutzt haben. Also erfiillt f4 auch
(D2). Schliefllich nehmen wir fiir den Nachweis von (D3) nun an, dass es j,k € {1,...,n},
J # k, gibt mit ¢; = ¢;. Dann ist auch Ac; = Acy, und somit folgt nach Eigenschaft (D3) der

Determinante



Also erfiillt f4 auch (D3). Nach Satz 17.1 ist aber die Determinante die eindeutig bestimmte
Funktion, die (D1), (D2) und (D3) erfiillt. Folglich muss f4 = det gelten, oder dquivalent,

1
— AC) = fiir all K<™,
det(4) det(AC) = det(C) fiir alle C €

Setzen wir C' := B und multiplizieren wir obige Gleichung mit det(A), erhalten wir die

gewiinschte Identitét
det(AB) = det(A) det(B).
Sei A nun invertierbar. Nach Satz 17.4 (2) ist also det(A) # 0. Aus Aufgabenteil a) folgt
nun
(D3) _ -1 a) -1
1 '="det(l,) =det(A™" - A) = det(A™") det(A).
Division durch det(A) impliziert

1
~ det(A)

det(A™1)

Seien A € K™ B € K™*™ n,m € N. Sei ferner C' € Km+Mx(m+7) wie in der Aufgaben-

stellung. Wir definieren

A= (A 0 ) B O ) e g,
0 I, 0 B

Durch sukzessive Entwicklung nach der n+m-ten, n4+m —1-ten, ..., n+ 1-ten Zeile erhalten
wir
~ A 0 A 0 A0
det(A) = = == = det(A).
0 I, 0 I, 0 1
Analog erhalten wir durch sukzessive Entwicklung nach der ersten, zweiten, ..., n-ten Zeile

erhalten wir

= L, 0 I,y 0 10
=12 0) = (e 0 ) e (10 aam

Ferner rechnet man leicht nach, dass

O:AO:AO Inozgé’
0 B 0 I, 0 B

sodass wir mit Aufgabenteil a)

det(C) = det(A) det(B) = det(A) det(B)

folgern.
Bemerkung: Die Identitdt det(C') = det(A) det(B) gilt auch dann, wenn

(1)

mit einer beliebigen Matrix D € K™*™ ist. Dies kann man so dhnlich zeigen wie die Aussage

in a).



Aufgabe 16 (Tutorium)

Berechnen Sie die Determinanten der folgenden reellen Matrizen.

1 0 0 0 0 1 5 3 0 0 9090

23 9 7w e
2 2 0 0 1 2 -1 0 0 38 19 3 (42) ]

CoS «Q -«
A=|12 -4 0 0|,B=]|3 -3 0 0f,C= Dy =

72 36 6 4 1 Q
10 -6 2 4 0 0 0 1 2

24 12 2 1
10 3 -1 4 0 0 0 3 4

Fiir welche o € R ist D,, invertierbar?

Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 15 ¢) fiir B und geschickte Spaltenumformungen fir C'.

Loésungsvorschlag:

Wir entwickeln A nach der ersten Zeile und die dadurch entstehende Matrix dann nochmal nach

der ersten Zeile.

10 0 0
2 0 0 1
2 9 0 1 Lo o 4 0 0 2 —4 0
det(A) =det [1 2 —4 0 0] =det 6 9 4 =2det| -6 2 4| —det|0 —6 2
10 -6 2 4 - 3 —1 4 0 3 -1
O 3 _]_ 4 2 [\
10 3 -1 4 ~ -

Entwickeln wir det(A’) nach der ersten Zeile und det(A”) nach der ersten Spalte, erhalten wir

-4 0 0 2 -4 0 5 4 6 9
det(A)=2det | -6 2 4| —det|0 —6 2 | =2-(—4)det < . 4) — 2det (_ 1)
3 —1 4 0 3 -1 B ST
—~(-8)- 244 (-1 ~2-[(-6)- (-) 2.3

S

-~

=0

—(—8) - 12 = —96.

Die Matrix B hat Blockdiagonalgestalt, also ist nach Aufgabe 15 c)

1 5 3
det(B) =det [2 2 —1] -det <1 2)
3 -3 8

—[1-2-84+5-(=1)-3+3-2-(=3)—3-2-3—(=1)-(=3)-1—-5-2-8] - (1-4—2-3)
—[16 — 15— 18 — 18 — 3 — 80] - (~2)
(—118) - (—2) = 236.

Wir bringen C' durch elementare Spaltenumformungen, die die Determinante invariant lassen, in



obere Dreiecksgestalt.

+ + +
[ (=2) - (—6) (=2)
23 9 71 2% 5 9 1 % 5 9—6r 7 X%
38 19 3 cos(42) 0 19 3 cos(42) 0 1 3 cos(42)
det(C) =det = det = det
72 36 7 4 0 36 6 4 0 0 6 4
24 12 2 1 0 12 2 1 0 0 2 1
5 0_6r 71— 22020 £2020
0 1 3—2 42 42
= det cos(42) cost42) | oy (o)1= 10,
0 0 -2 4
0 0 0 1

Schliefilich ist

1 «Q

det(D,) = (a 1—a> =a’—(1-a)=a*+a—1.

Nach Satz 17.2 (4) ist D, genau dann invertierbar, falls det(D,) # 0 ist. Nach der pg-Formel ist

aber det(D,) = a? + a — 1 = 0 genau dann, wenn « € {ag, a; }, wobei

1 1 —1++5 1 1 1++/5
Q=5 gt R 2

Damit ist D,, genau dann invertierbar, falls a € R\ {ag, a1 }.

Aufgabe 17 (Ubung)

a) Seien zg,...,r, € R, n € N. Wir definieren

1 zg 23 =} zy
1 o 23 23 Y
o 2 3 ... n n+1)x(n+1
v<$0, e 7$n) = 1 ) xg «TQ SC2 € R( )x( )
1 =z, 22 23 il

Zeigen Sie

det V(zg,...,x,) = H (x; — ;).

0<i<j<n

b) Seien n € N und Wertepaare (z;,1;) C R i = 0,...,n, gegeben, sodass die Stiitzstellen z;

paarweise verschieden sind. Folgern Sie aus a), dass es genau eine Polynomfunktion
p: R =R, p(z) = Zakxk
k=0

mit Koeffizienten ay, ..., a, € R gibt, sodass

p(z;) = y; fir alle e =0,...,n.



Bemerkung: Die Polynomfunktion p heifit in der Numerik Interpolationspolynom und wird
dort benutzt, um eine Funktion f zu n&hern, deren Funktionswerte y; = f(z;) nur an den

Stellen x;, i = 0,...,n, bekannt sind.

Loésungsvorschlag:

a) Wir beweisen die Aussage durch Induktion tiber n € N. Fiir n € N bezeichnen wir mit A(n)

die Aussage

A(n): Fiir beliebige reelle Zahlen xy, ..., z, € R gilt det V(xg,...,z,) = H (x; — x;).

0<i<j<n
Induktionsbeginn: n =1
Seien xg, z1 € R. Nach 17.4, Skript, gilt dann
1 =z
det 0 =121 —x9 1=z — x0.
1 T

Somit ist A(1) wahr.
Induktionsschritt: n — n + 1
Induktionsannahme (IA): Die Aussage A(n) sei fiir ein n € N wahr.
Wir miissen nun zeigen, dass A(n + 1) wahr ist. Seien hierfiir zg, z1,...,z,41 € R gegeben.
Ziehen wir fiir j = 0, ..., n sukzessiv das xg-fache der n+1— j-ten Spalte von der n+2— j-ten
Spalte ab, erhalten wir

1 oz 2} R O

1z, a2 A O
det V(zg,.. . xns) =det | 1z a3 --- ab™' ab apt!

1 2 xi-{-l T 332:& Ty l’Zi%

1 =z T 0

1z, a2 oAt (2 — xp)ah

—det |1 @ ad e al @l (@ — a0

1 Tn+1 xi-ﬁ-l xZﬂ La (xn-i-l - x0)$2+1

1 x T3 mg_l 0 0

1 oz a2 o (2 — wo)a] (x1 — z0)]

=det |1 a9 22 o 2071 (1y— x0)ay ! (X9 — z0)xh
1 Ty @y SUZH (Tn41 — l’o)fﬁﬁﬁ (Tnt1 — To) 2y 41



1 0 0 0
(r1 — z0)21 (11 — x0)22

(w9 — T0)To (3 — m0) 72

1 1 — X

—_

=det Ty — Xg

1 Zpy1 —To (Tpp1 — 20)Tps1 (Tns1 — To)22,

0
(z1 — wo)a}
(z2 — wo)xh

(Tng1 — I0)$Z+1

Entwickeln wir nun die Determinante der obigen Matrix nach der ersten Zeile und nutzen

wir die Linearitat der Determinante in den Zeilen einer Matrix sowie die Induktionsannahme

(TA) aus, erhalten wir weiter

1 0 0 0
(!E1 - $0)$1

($2 - Io)$2

(21 — Jfo)xf

(I2 - Io)l‘g

1 1 — X

detV(xo,...,an) =det | 1 To — X

1 Zpy1 — %o (Tpp1 — T0)Tp1 (Tns1 — To)2o,y

2
T1 — T (1 — xo)x1 (x1 — xo)xy
2
To — Tg (x9 — o) 22 (x9 — z0)x3
=det
Tpi1 — To (Tpy1 — To)T (Tpy1 — x0) 22
n+1 0 n+1 0/)4n+1 n+1 0)4n+1
2 3 n
1 = ] xy xy
2 3 n
n+1 Lz L3 L3 L
2 1
=l —xo)det |1 23 25 3 xyt
Jj=1 :
2 3 n
L I TR Lnt1
n+1

= H(%’ — Zo) - H (w;

j=1 1<i<j<n+1

— ;) = H (zj — ).

0<i<j<n+1

0
(21 — x0) ]

(z2 — wo)ah

(xn—kl - xO)"EZ-s-l

(w1 — 20)

(22 — wo)xh

(Tny1 — $0)$Z+1

Damit ist A(n + 1) wahr. Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist A(n) fir alle

n € N wahr. Somit ist der Beweis von a) abgeschlossen.

b) Seien Wertepaare (z;,v;) € R, i = 0,...,n, gegeben, sodass die z; paarweise verschieden

sind. Sei ferner p: R — R, p(x) = >_;_, axz” eine Polynomfunktion mit noch zu bestim-

menden Koeffizienten ay, ..., a, € R. Die Bedingung y; = p(z;), i =

zu den (n + 1) linearen Gleichungen

)
ap + a1re + asxd + ... + a,xd =1y

ag + a1x; + agx% + ...

(%) ap + a1z + a3 + ...

no__
+ anxl =l

no__
+ nly = Y2

2

n o __
Qo + a1Z, + a9, + ... + anT,, =Yn

0,...,n, ist dquivalent



in den Unbekannten ay, ..., a,. In Matrixschreibweise ist das lineare Gleichungssystem (x)
durch Aa = y beschrieben, wobei

2 3 n
1 xy xf zy -+ xf . y
2 .3 n 0 0
1 =z xf x) - of " y
2 .3 n 1 1
AZV(SE(],...’LE‘”): 1 Ta Xy Ty 0 g = . Y =
a Y
2 3 n n n
1z, x; =z, --- x

Nach Voraussetzung sind aber die z; paarweise verschieden, sodass nach Aufgabenteil a)
det A = det V(zo,...,x,) 2 H (xj — ;) # 0.
——

0<i<j<n 20

Nach Satz 17.2 (4) ist damit A invertierbar. Damit existiert eine eindeutige Losung a =
(ag, ...,a,) € R*™ der Gleichung Aa = y und damit auch eine eindeutige Polynomfunktion
p: R =R, p(z) =31, arz” mit y; = p(x;) fiir alle i = 0,...,n.

Aufgabe 18 (Tutorium)

Fiir a € R sei das reelle lineare Gleichungssystem A,z, = b, gegeben durch:

axy + x4 = 0
—X1 + QZo = 0
— Totaxs— 2x4= 0

— 23+ ar,=1-—a’

a) Stellen Sie die Koeffizientenmatrix A, auf und berechnen Sie ihre Determinante.
b) Bestimmen Sie fiir diejenigen o € R, fiir die obiges Gleichungssystem eine eindeutige Losung

x4 hat, die Losung z, mittels der Cramerschen Regel.

Loésungsvorschlag:

a) Die Koeffizientenmatrix A, € R4 ist gegeben durch

a 0 0 1
A = -1 « 0 0
0 -1 o =2
0 0 -1 «

Wir entwickeln die Determinante nach der letzten Spalte und erhalten

4

det(A) = Z(—l)”‘laM det(A;s)

i=1
-1 « 0 a 0 0 «Q 0
=—det| 0 —1 o | +2det] -1 o 0 |+adet] -1 o 0
0 0 -1 0 0 -1 0 -1 «



=~ (1) (=) (1) +2 o a- (-] +a[a-a-a]
=a* -2 +1=(1-a??
wobei wir in der dritten Gleichung ausgenutzt haben, dass die 3 x 3-Matrizen obere bzw.

untere Dreiecksgestalt haben und ihre Determinanten deshalb gerade durch das Produkt der

Diagonaleintréige gegeben ist.

Das lineare Gleichungssystem Az, = b, hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn
det(A,) # 0 ist. Es gilt aber

det(A) =0 €5 (a2~ 1)2=0 < ac {11}

Damit existiert genau dann eine eindeutige Losung von A,z = b,, falls a € R\ {—1,1}.
Falls nun o € R\{—1, 1}, so sind nach der Cramerschen Regel die Komponenten 1, xs, 23, x4

des Losungsvektors z, € R* gegeben durch

o det((by, as, as, as)) o det((ay, ba, as, aq)) . det((ay, az, ba, as)) o det((ay, as, as, by))
b det(Aq) T det(Aq) e det(Aq) e det(Aq)
wobei die a;, 7 = 1,...,4, die Spalten von A, bezeichnen. Wir miissen also noch die im

Zahler auftauchenden Determinanten bestimmen:

det((by, as, as,as)) =det

0 0 1

=—(1-a*)det| a 0 0 =—(1—042)det<a 0>:—(1_042)'O‘27

-1 «o
-1 o -2

wobei wir zuerst nach der ersten Spalte und dann nach der ersten Zeile entwickelt haben.
Weiter ist

Q 0 0 1
—1 0 0 0

det((ay, ba, as, as)) =det
0 a —2

a 0 1
1
=(1—a®)det | -1 0 0 :—(1—oz2)-oz-det<a1 O)Z—(l—a2).a7
2

0 o —

wobei wir fiir die ersten beiden Gleichungen zweimal nach der zweiten Spalte entwickelt
haben. Weiterhin ist

a 0 0
—1
det((a1, az, ba, as)) = det 8 02

I



=—(1-a®)det| -1 a 0

9 -1 « a 0
:(1—a)[—det<0 _1>+2det(_1 a)]

=(1—a®)- (=1+2a?),

wobei wir fiir die erste und zweite Gleichung jeweils nach der dritten Spalte entwickelt haben.
SchlieBlich ist

a 0 0 0

a 0
—1
det((aq, as,as, by)) = det 0 a 0 0 =(1—-a*)det| -1 a 0| =(1-0a%- 0o

-1 « 0
0 -1 «
0 0 -1 1-a?
wobei wir nach der vierten Spalte entwickelt haben und ausgenutzt haben, dass die dadurch
entstandene Matrix untere Dreiecksgestalt und ihre Determinante daher das Produkt der

Diagonaleintrége ist. Damit sind die Komponenten des Lésungsvektors gegeben durch

o det((ba, az, az,ae)) (11— a?) - a? L a?
e det(Aq) N (1—a2)? T (1-a?)
o det((ay, ba, as, as)) (l=a*)a o«
2T det(A,) B (1—a2?2  1-a?
o det((ai,a,ba,a4)) (1 -0 - (=1+2a*)  o* .
5 det(Aq) B (1—a?)? T o1-—a2
det((aq, as, as, by)) (1-a?)-a? a?
I‘4 = = _— —

det(A,) (1—a?)? 1—a?



