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6. Ubungsblatt

Aufgabe 31 (Ubung)

a) Untersuchen Sie, ob die Kurve

1 [0,1] = B2, 4(t) = <cos;(t)>

regulér ist und berechnen Sie gegebenenfalls die natiirliche Parametrisierung von ~.

b) Seien n € N, r € (0,00) und f: R" — R definiert durch

ol fitr @ 40,
0 fiir x = 0.

fx) =

Bestimmen Sie (in Abhéngigkeit von r) alle € R™, in denen f (partiell) differenzierbar ist

und geben Sie V f(z) := grad f(z) fiur diese = an.

Losungsvorschlag:

a) Es ist

1 1 0 .
Y (t) = (sinh(t)) # <0> fiir alle ¢ € [0, 1].

Damit ist y regulér. Ferner ist fiir ¢ € [0, 1] die Kurvenlédngenfunktion

s(t) == /Ot 17/ (s)]| ds = /Ot \/1 4 sinh?(s) ds = /Ot cosh(s) ds = sinh(t)|}, = sinh(t).

Damit ist s~*: [0,sinh(1)] — [0,1], s7}(¢) = sinh~'(¢) und die natiirliche Parametrisierung
von ~ gegeben durch

0: [0,sinh(1)] = B2, 50(t) = (57" (1)) = (Cosii(nslil;hgtl)(m) ) (VL—S:)) |

b) Fir oz = (xq,...,2,) # 0 gilt



sodass fiir diese x nach der (eindimensionalen) Kettenregel

af

9 =" 2

(224 + xn)%_IQ:rj = racj||x|]7"_2 fir alle j € {1,...,n}.

Somit gilt fir  # 0

9 )
Vi) = (a—i(x), . .,a7f<:v>> = (ra||z||""2, . . e |2 2) = rll2] 2T

Da die partiellen Ableitungen in D := R\ {0} stetig sind, folgt aus Satz 19.7, dass f in allen

Punkten x # 0 differenzierbar ist mit

f'(x) = Vf(x).
Fir den Punkt = 0 fithren wir die Fallunterscheidung r € (0,1), r = 1 und r € (1,00)
durch. Im Folgenden bezeichne wie immer {ey,...,e,} die Standardbasis im R".
e 1. Fall: r € (0,1)
Firt#0, 7€ {1,...,n} ist

fO+te;) = fO 1" 1
t L2

— o0 (t—0),

da nach Voraussetzung r < 1, also 1 —r > 0 ist. Fiir alle j € {1,...n} existiert somit
ﬁ(()) nicht, d.h., f ist nicht partiell differenzierbar in 0. Nach Satz 19.6 ist damit f in

BCE]'
0 nicht differenzierbar.
e 2. Fall: r=1

Firt#0, j € {l,...,n} ist dann

) — 1 fir t > 0,
fO+te;) = f(O) _ ¢ sgn(t) ur
t t -1 firt<0,

und deshalb die einseitigen Grenzwerte

lim f(0+te;) — f(0)

t—0+ t

(0 + te;) — £(0)
t

= 1.

g

R
nicht gleich. Fiir alle j € {1,...n} existiert somit %(O) nicht, d.h., f ist nicht partiell
differenzierbar in 0. Nach Satz 19.6 ist damit f in 0 nicht differenzierbar.

e 3. Fall: r € (1, 00)
Firt#0, j € {l,...,n} ist dann

fO+te;) = f(O)] _ It
t ot

=t —0 (t—0),

da nach Voraussetzung r > 1, also r — 1 > 0 ist. Fiir alle j € {1,...n} existiert somit
97 (0) und es gilt

8&?]'

of
al’j

Vf(0) = (0,...,0) € R,

(0)=0 firje{l,...,n},



Schlielich untersuchen wir, ob f in 0 differenzierbar ist. Wir setzen A := V f(0) =0 €
R Fiir  # 0 gilt dann
f(x) = f0) — Az _ ="

] =l

=zt —0 (z—0),

da r > 1 nach Voraussetzung. Also ist f in 0 differenzierbar und es gilt

f1(0)=A=0eR™™,

Aufgabe 32 (Tutorium)

a) Seien n,m € N, D C R” offen und f: D — R™. Ferner sei o € D. Fiigen Sie (mit
Begriindung) Implikationspfeile zwischen den unten stehenden Aussagen ein, sodass die da-

durch entstehenden Implikationen korrekt sind.

f ist partiell differenzierbar auf D und 7 ist diff - 7 ist stetig |
ist differenzierbar in xg. ist stetig in xg.
alle partiellen Ableitungen sind stetig in x. 0 8 0
f ist partiell differenzierbar in . %(xo) existiert fiir alle v € R™ \ {0}.

b) Seien n,m € N, D C R" offen und f: D — R™ eine Funktion. Zeigen Sie: Existiert %(wo)
fir ein v € R™\ {0} und x¢ € D, so gilt fiir alle « € R\ {0}

(o) = 09 (o)
Jd(av) 0/ Ty
Losungsvorschlag:
a) Es gilt
Satz 19.7 Satz 19.6(1)

f ist partiell differenzierbar auf D und :>

[ ist differenzierbar in xo. [=> f ist stetig in zo.

alle partiellen Ableitungen sind stetig in x;.
\U/Satz 19.6(3)

\U/ Satz 19.6(2)

[ ist partiell differenzierbar in zo. <7 %(xo) existiert fiir alle v € R™ \ {0}.

Die Umkehrung jeder der obigen Implikationen ist im Allgemeinen falsch.

b) Seien n,m € N, D C R" offen und f: D — R™ eine Funktion, sodass %(m) fiir ein
v € R"\ {0} und zy € D existiert. Sei ferner @ € R\ {0} beliebig, aber fest. Wir miissen
zeigen, dass %(mo), d.h., der Grenzwert

lim f(zo + tav) — f(xg) (%)

t—0 t




existiert. Sei hierfiir (¢,)nen € R eine Nullfolge mit ¢, # 0 fiir alle n € N. Da o # 0 ist,
ist dann auch (s,)nen = (at,)nen C R eine Nullfolge mit s, # 0 fiir alle n € N. Da %(mo)

existiert, folgern wir

flz+tyav) — fzo) af(x +thav) — f(zg) af(x + spv) — f(@o) N aa—f(x ) (n— o0)
tn a tnoz B Sn v ’ '

Da die Nullfolge (t,)neny mit ¢, # 0, n € N, beliebig gewéhlt war, folgt, dass der Grenzwert
in (*) existiert und gleich a%(zo) ist. Damit gilt
of I f(@o + tav) — f(xo) of

Jd(av) = t - a%(:vo)

und die Aussage ist bewiesen.

Aufgabe 33 (Ubung)
a) Sei f: R* — R definiert durch

ryS=L fiir (x,y) # (0,0),
flz,y) = v

Zeigen Sie

0*f o*f
8y8:1:(0’ 0) # Oxdy

(0,0).

Ist dies ein Widerspruch zum Satz von Schwarz (Satz 19.8)7 Begriinden Sie.
b) In diesem Aufgabenteil sollen Sie die Aussagen (1) und (2) des Satzes 19.6 beweisen:
Seien nun n,m € N, D C R"” offen und f: D — R™ in xg € D differenzierbar. Zeigen Sie:

(i) f ist in xq stetig.
(ii) Fiir jeden Vektor v € R™\ {0} existiert %(a:o) und es gilt

of
ov

wobei Jy(xg) € R™*™ die Jacobimatrix von f an der Stelle zy bezeichnet.

(z0) = Jy(x0) - v,

Loésungsvorschlag:

a) Wir berechnen die partiellen Ableitungen von f. Fiir (x,y) # (0,0) folgt aus der Quotien-

tenregel

OF () = BZy =y )@ +97) — 207" — ") _ 2ty + 2%y —y°
ox (22 + 2)? RS

Fiir den Punkt (0,0) erhalten wir wegen f(x,0) fiir alle z € R

of B
5-(0,0)=0.



Fiir y # 0 haben wir %(0, y) = —y und damit

9(0,y) — 2L(0,0) —y—0

- =1
Y Y
Es folgt
aa;gx(o’ 0) = 1.
Wegen f(z,y) = —f(y, z) fiir alle (x,y) € R? folgt ferner
of of

a_y(x7y> = _a(y,l’)

und damit auch
O f O f
fiir alle (z,y) € R2 Insbesondere folgt somit fiir (x,y) = (0,0)
2 2
o=
0xdy Oyox

(0,0)=~(-1) =1,

also
_ 0f
~ Qxdy

O f

1
0yox

(0,0) £ —2—(0,0) = —1.

Dies ist kein Widerspruch zum Satz von Schwarz (Satz 19.8), da % (und auch ;;—gx) nicht

stetig in (0, 0) sind: Fiir (z,y) # 0 kann man nédmlich nachrechnen, dass

o0 f (2.1) o0 f (2.1) 28 + 9zty? — 922yt — o5
x,Y) = x,Y) =
Ox0y Y OyOx Y (22 4 y2)3
und daher
. 0°f . 0*f
91611)% 8x8y<x’0) =1, aber %{1_{% 8x8y(0’y) =—1
gilt. Damit ist a‘%fy in (0,0) nicht stetig. Wir sehen also, dass man im Allgemeinen nicht auf
die Stetigkeit von % verzichten kann, wenn man die Differentiationsreihenfolge vertauschen
mochte.

(i) Sei f in x¢ differenzierbar. Wir definieren
9: R" = R™, g(x) = f(x0) + f'(z0) (2 — 20),

wobei f'(xg) € R™*" die Ableitung von f in z; ist. Aus Beispiel (2) auf S.65, Skript,
folgt, dass g stetig in xy (sogar auf ganz R™) ist. Aus der Differenzierbarkeit von f folgt

F@) = 9(x) | F@) = o) = £ (o) (@ = w0)

lim =0
2w ||z — @ol| w0 | — ol
und damit erst recht
. , x)— gz
lim f(2) — g(a) = lim LD ZIE g, ()
T—x0 T—To ||ZE — Ig” N —

—0
—0



Wegen g(x) = f(zo) folgern wir nun

1£(@) — Fao)ll < 1) — 9@ + lgl@) — g(zo)]| — 0 (z = o).

-~

~
—0 nach (x) —0, da g stetig in xg

Damit ist

lim f(x) = f(zo)

T—T0

und f in z( in stetig.
(ii) Sei v € R™\ {0}. Da f in zq differenzierbar ist, gilt

f(zo + tv) — f(x0)

— Jy(xg) - v =sgn(t)||v|| (f(xo +tv) — f(zo) — Jf(o) ~tv> 0
t beschrankt ™ ]|

—0

fiir t — 0. Dies bedeutet, dass %(xo) existiert und dass

L ww) = gyt 0

gilt. Damit ist die Aussage bewiesen.

Aufgabe 34 (Tutorium)

Zeigen Sie, dass die Funktion

]2 sin (ﬁ) fiir 7 € R?\ {0},

0 fiir z = 0,

[:R* =R, f(z):=

im Punkt zy := 0 zwar differenzierbar, aber die partiellen Ableitungen von f in x( nicht stetig

sind.

Losungsvorschlag: Wir berechnen die partiellen Ableitungen von f an der Stelle (0,0): Fiir

22 sin(|aq|7Y)

<l|x] — 0 (x; —0).

T T

f(1,0) - f(o,0>' _

Daher existiert %(0’ 0) und es gilt

of

9o, (0,0)=0.

Da f(z1, %) = f(x2,x1) fiir alle (21, z5) € R? gilt, muss dann auch (0 0) existieren und

af af
8372 8x1

gelten. Damit ist unser Kandidat fiir f/(0) durch

=2.(0,0) = =—(0,0) =0

A= (;{1(0 0), 852(0 0)> = (0,0) € R



gegeben. Wir weisen nun nach, dass f tatsédchlich in (0,0) differenzierbar ist und dass f’(0,0) =
A = (0,0) gilt. Dazu bemerken wir, dass fiir € R? \ {0}

1S () = fO0) = Ax|| _ [lf (=)

]l Il
Also ist f in (0,0) differenzierbar und es gilt f'(0,0) = A = (0,0). Schliefllich weisen wir nach,
dass f nicht stetig partiell differenzierbar ist. Dazu berechnen wir fiir (zy,x2) # (0,0) mit Hilfe

= [lzllsin([|=[I")] < 2l = 0 (= —0).

der (eindimensionalen) Produkt- und Kettenregel und Aufgabe 31 b)

of o i 2\ ~1 2&- -1
oL wr2) = (ol sl + el sl )

31D)
2z sin(||l2]| ") + Hx|]2 T ||3 5 cos([l]| ™)
= 21, SiIl(HlL‘“_l) || || COS(||J7|| 1)
Wie oben folgt aus Symmetriegriinden genauso
(9f . -1 -1
oo (@1, 2) = 2wa sin([[z]|77) — == cos([|z]| )
O H H

fiir (w1, 22) € R?\ {(0,0)}. Wir zeigen nun, dass die partiellen Ableitungen von f in (0,0) nicht
stetig sind: Wir definieren ¢, := (nm)~!, n € N, und setzen
1 2
(1., Ton)nen = E(tnatn)nEN C R°.
Dann gilt (21, 2,) — (0,0) fiir n — oo, aber
of 1 1

8_:701(%’”’902’") = V2(nm) 70— E(—l)” =7

Somit kann g—f nicht stetig in (0, 0) sein. Gleiches gilt auch fur g—f, da wir aus Symmetriegriinden
1 T2

af

()" A0 = 92, (0:0) (%)

x1 und x5 in (x) vertauschen koénnen. Also haben wir nachgewiesen, dass f nicht stetig partiell
differenzierbar in x = (0, 0) ist.

Bemerkung: Nach Satz 19.7 ist die Stetigkeit der partiellen Ableitungen eine hinreichende Bedin-
gung fiir (totale) Differenzierbarkeit. Die Funktion f in dieser Aufgabe zeigt allerdings, dass die
Stetigkeit der partiellen Ableitungen keine notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit ist.

Aufgabe 35 (Ubung)

Seien n € N, p € (0,00) und f: R"” — R eine Funktion, sodass

(1) flax) =P f(x) firallexz € R", a >0,

Wir wollen in dieser Aufgabe nun die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit von f an der Stelle x = 0

in Abhéngigkeit von p untersuchen. Zeigen Sie:

a) f(0) =0 und |f(z)] < M|jz|]* fiir alle z € R™. Folgern Sie, dass f stetig in x = 0 ist.
b) Seien p € (0,1) und v € R™\ {0}. Dann existiert %(0) genau dann, wenn f(v) = f(—v) =0
gilt. In diesem Fall ist %(0) = 0. Weiterhin ist f in 0 nicht differenzierbar.



¢) Seien nun p = 1 und v € R™\ {0}. Dann existiert %(O) genau dann, wenn f(—v) = —f(v)
gilt. In diesem Fall gilt %(O) = f(v). Weiterhin ist f in z = 0 genau dann differenzierbar,
wenn f linear ist.

d) Sei schlieBlich p € (1, 00). Zeigen Sie, dass f in z = 0 differenzierbar ist mit f’(0) = 0.

Loésungsvorschlag:

a) Wihlen wir o > 0, # 1 beliebig, so folgt f(0) = f(a-0) = o?f(0), was nur dann moglich
ist, wenn f(0) = 0. Fiir z = 0 gilt deshalb auch trivialerweise || f(z)| < M||z|[P. Fiir 2 # 0

folgt aber auch
7 (2)] = 'f (nxnm) f (—)‘ 2 Mzl

(i)

= ="
]

Insbesondere folgt hieraus

[f(z) = FO)| = |f(z)] < M]lz[[” =0 (z—0).

Somit ist f in 0 stetig.
b) Seien p € (0,1) und v € R™\ {0}. Fiir ¢ # 0 ist

f{tv) = £(0) _ f(Jt[sgn(t)o) @ [¢]” _ seu(t)f(sen(t)) _ J 1T () fir ¢ > 0,
= = ——f(sgn(t)v) = - = o )
t t t 1 —[¢|=0=P) f(—v) fiir t < 0.

Da p < 1 ist,existiert lim;_,o ¢~ ~?) nicht. Wir folgern

lim —f(tv) — /0) existiert <= lim sgn(t)/(sen(t)v)
t—0 t t—0 ’t|1_p

existiert <= f(—v) = f(v) =0.

In diesem Fall ist dann

Wenn f in 0 differenzierbar wére, so miissten nach Satz 19.6 alle Richtungsableitungen
existieren. Nach dem bereits Bewiesenen miisste dann f(v) = 0 fiir alle v € R™, also f =0
sein. Dann wére aber M = 0, im Widerspruch zu (i7).

¢) Seien nun p =1 und v € R™\ {0}. Fiir £ # 0 ist dann

F0) = 10) _ fisan(o) _ oo fR@) s
t t —f(—v) fiirt <O0.
Somit gilt
f(tv) — f(0) _ . f(tv) = f(0) _
tin PR o) and i IR g

Deshalb sehen wir, dass

m L =TSO tiert e tim LSOV SEI=FO) ) — ),
t—0 t t—0+ t t—0— t



und dass in diesem Fall

ist. Wir zeigen nun
f ist in O differenzierbar. <= f ist linear.

,="“: Sei f differenzierbar. Dann existiert ein A € R mit

fla) = f(0) —Ax .. flz) — Az

lim = lim =0. (%)
a0 ]l a=0 ||z
Sei nun x € R"” mit ||z|| = 1. Wir definieren (2 )ren = (£2)ken € R™. Dann gilt ||| =
2|lz|] = + fiir alle & € N und deshalb
(1) Tk _ g firalle k € N,

|k

(2) z, — 0 (k — ).

Nun erhalten wir aus (1), (2), (%) und ()

_ Az & rk | @ flaw) — Aze @)
f(z) f <||$k||) A (||96k||) T W 0 (k— o0),

also f(z) — Ax = 0 bzw. f(z) = Az. Da x € R" mit ||z|| = 1 beliebig gew&hlt war, folgern

wir
f(z) = Az fiir alle z € R" mit ||z|| = 1. (xx)

Obige Gleichung gilt tatsdchlich fiir alle x € R™: Fiir z = 0 ist die Gleichheit klar, da
f(0) = 0 nach Aufgabenteil a) ist. Fiir z # 0 hat 77 Norm 1 und damit

1) =1 (1) 2 1ot () = et () = 42

f(z) = Az fiir alle 2 € R",

Also gilt

d.h., f ist linear.
»<=%: Dies folgt unmittelbar aus Beispiel (4) auf Seite 79, Skript.
Seien schliefllich p € (1,00) und v € R™\ {0}. Fiir ¢ # 0 ist

f(tv) = £(0) _ f(ltlsgn(t)v) o [HF

F(sgn(t)o) = sen(t) fsen(t)o) [HP~ — 0 (1 = 0),

t N t ot -
beschrankt
da p > 1 gilt. Also gilt
OF () i ) = 1O
ov t—0 t

Wir setzen A := 0 € R™™ und behaupten f/(0) = A. In der Tat, fiir z # 0 gilt wegen p > 1

[t = 21+ =0 (@ 0),



womit aus der in a) gezeigten Stetigkeit von f in 0

flx) = f(0) = Az f(z) @)

] el

f (2l 52) — 0 (@—0),

folgt. Also ist f differenzierbar in 0 und es gilt f'(0) = A = 0.

Aufgabe 36 (Tutorium)

Gegeben seien die Funktionen f1, fo, f3, f1: R* — R definiert durch f;(0,0) = f2(0,0) = f3(0,0) =
f4(0,0) := 0 und

filz,y) = ﬂ) fol,y) = M’
oy = EEWE=y) L @yl =yl

:E2+y2 x2+y2

fir (z,y) € R\ {(0,0)}. Untersuchen Sie, ob die Funktionen fi, fo, f3 und f; im Punkt (0,0)

differenzierbar sind.
Loésungsvorschlag:

1. Die Funktion f; ist in (0, 0) nicht stetig. Wir beweisen dies per Widerspruch. Angenommen,
f1 wére in (0,0) stetig. Wir definieren die Funktion

i: R — R?i(x) = (x,0).

Da ¢ stetig ist, miisste nach Satz 19.4 dann auch die Komposition f o in x = 0 stetig sein.

Wie man leicht nachrechnet, ist aber

1 fiir x > 0,
(foi)(z) =sgn(x) =<0 firz=0,
—1 firz<0.
Daher kann f; o7 in 0 nicht stetig sein. Widerspruch.

Da die Differenzierbarkeit einer Funktion ihre Stetigkeit impliziert (vgl. Satz 19.6(1)), ist fi
in (0,0) nicht differenzierbar.

2. Die Funktion fs ist in (0, 0) nicht nach x partiell differenzierbar: Fiir z # 0 gilt

fa(,0) — f2(0,0)’ _ f2<x,0>‘ _lep 1

x x lz| EE

— o0 (x—0).

Also existiert %(O, 0) nicht. Nach Satz 19.6(2) kann damit f in (0,0) nicht differenzierbar

sein.
3. Wir berechnen die partiellen Ableitungen von f3 in (0,0). Fiir x # 0 gilt

f3($,0) - f3(070) _ f3(x70) _ T _ 1
x - T n T o




Hieraus folgt sofort

dfs 975 0,0) = lim f3(z,0) — f5(0,0) -1

ox z—0 x

Wegen f3(x,y) = — f3(y, x) fiir alle (z,y) € R? folgt genauso

dfs
dy

Somit ist der Kandidat fiir f}(0,0) durch

A= (aaf?’(o 0), %J;’(o 0)) (1,—1) € R"?

—-(0,0) =

gegeben. Allerdings ist f3 nicht differenzierbar: Sei (¢, ),en C (0, 00) eine beliebige Nullfolge.

Wir setzen

(xnv yn)nEN = (_tnatn)nEN g R"™.

Dann gilt (x,,,y,) — (0,0) fiir n — oo, aber f3(x,,y,) = 0 und A(z,, y,) = x, — y, fir alle
n € N und damit

fS('Tnayn) - f3(070) - A('Tmyn) o Yn — T, - Qtn

— — — /2 fiir alle n € N.
(@0, Yl [(@n, )l V2t

Es folgt

lim 3002 n) = f30,0) = Al@n.yn) _ 5 £0.

n-so0 (0, yn)

Also ist f3 in (0,0) nicht differenzierbar.

. Die Funktion fy ist in (0,0) differenzierbar. Fiir x # 0 gilt

f4($,0)—f4(0a0)‘ falz, 0)‘ ik = |z|z — 0 (z —0).
Damit existiert %(0, 0) und es gilt
0f4
0,0) =0.
(0,0 =
Wegen fy(x,y) = fi(y,x) fiir alle (z,y) € R? gilt auch
0f4
0,0) =0.
L0 -

Somit ist unser Kandidat fiir f(0,0) durch

A= @J;(o 0), @af4<0 0)> = (0,0) € R**?

gegeben. Wir weisen nun nach, dass fy in (0,0) differenzierbar ist und dass f;(0,0) = A =
(0,0) gilt. Wegen

f4(x7y) — f4(070) — A(l‘,y) _ f4<l’,y)
Iz, )] (@, y)|

fiir alle (z,y) € R*\ {0}



miissen wir hierfiir
(@w)=00) [[(z, )|
zeigen. Es ist fy = g o S, wobei g die Funktion
3
g Wl figy (u,v) # (0,0),

g:R2 5 R, g(u,v) = ~Iwl?
0 fir (u,v) = (0,0),

und S die bijektive lineare Transformation
S:R* = R S(x,y) = (z +y,2 —y)
ist. Wegen [[S(z,y) | = 2| (z, )| ist

falz,y) _ o19(S(x,y)
= 225=—r fir (z,y) # (0,0)
(@, y)l| 15 (@, y)l
und daher die Gleichung (*) dquivalent zu
TSI CLL R S Y | UL R
(u,v)—(0,0) H(U, ’U)H (u,v)—(0,0) H(u, ”U)H

Nun ist aber fiir (u,v) # (0,0)

3

g(u,v) _ 2ulfvfz u’ gl 1 1 .

B - <2W|z —0 f — (0,0
1o~ Two)F -~ 2w ol Ty " <2 it (u,0) = (0,0)

N——— ——
<1 <1
und damit
g(u,v)

=0.

lim
(u,0)—(0,0) [|(u, v)||

Somit ist f4 in (0,0) differenzierbar.
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