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8. Ubungsblatt

Aufgabe 45 (Ubung)
Es seien

A= {(z1,22) €ER*: 25 +225 =6} und B ={(y1,1) € R*: y1 + o = 5}.
Zeigen Sie, dass a € A und b € B existieren mit

o= bl =d(A,B) == _inf_ o —yl.

€A

Berechnen Sie den Wert von d(A, B) mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange.

Losungsvorschlag:

Die Menge A beschreibt eine Ellipse und die Menge B eine Gerade. Wir miissen a € Aund b € B

finden, sodass
la —bl| = d(A, B). (1)

Wenn B C R? ein Untervektorraum (also eine Gerade durch den Ursprung wiire), kénnten wir

den Projektionssatz (Satz 15.8) gewinnbringend anwenden:

d(A,B) = inf —y|l = inf inf ||z — y|| = inf ||z — P
(4,8) = inf Nz =yl = inf inf |lz —y|| = inf llo — Pp()]

wobei Pg: R? — R? die orthogonale Projektion auf B bezeichnet. Dann miissten wir nur noch
die Funktion = +— ||z — Pg(z)|| auf die Existenz eines globalen Minimums in A untersuchen.
Allerdings ist B kein Untervektorraum, sondern ein um den Vektor (0,5) € R? | verschobener®
Untervektorraum (genauer: affiner Raum). Allerdings kénnen wir dieses Problem umschiffen, da

der euklidische Abstand verschiebungsinvariant ist: Sei fiir v € R?
T, R = R* T,(z) =z +v.
die Verschiebung um den Vektor v. Dann gilt
ITor — Tyl = (z +v) — (y + o)l =l —yl| fiir alle z,y € R™.
Daher ist d(A, B) = d(T,(A),T,(B)) und fiir a € A, b € B gilt

la = bll = d(A, B) <= [[T.(a) = T,(b)|| = d(T,(A), To(B)).



Da T, bijektiv ist (mit 7' = T_,), reicht es daher, a, € T,(A) und b, € T,,(B) zu finden (dann
erfilllen @ :== T, (a,) = a, —v und b := T_,(b,) = b, — v Gleichung (1)). Wir setzen im Folgenden
v:=(0,-5) € R* und A, :=T,(A), B, := T,(B). Wie man sich leicht klar macht, gilt dann

Ay ={(z1,72) € R?: x% +2(z2 + 5)2 =6},

1 (-1
B, = , ER*: y+y, =0} =1 it u:=— )
{(y1,92) Y1+ Y2 } = lin{u} mit u 7 < . )

Damit ist B, ein Untervektorraum und nach dem Projektionssatz gilt
min ||z — y||* = ||z — (z|u)u|]* fiir alle z € R?.
yEB,
Wir definieren daher
[ R = R, f(2) = |lz — (zfu)ul”.
Dann gilt
d(A,, B,)* = inf —y|* = inf inf ||z —y|* = inf :
(Ao, B)" = _inf o —ylI"= inf inf |z —y[" = inf f(z)

Um d(A,, B,) zu bestimmen, miissen wir also das Infimum von f auf der Ellipse A, bestimmen.

Hierzu definieren wir zunéachst
h:R? = R, h(zy,z2) = 23 + 2(zy + 5)* — 6.

Dann ist h € C'(R* R) und A, = h~'({0}) als stetiges Urbild der abgeschlossenen Menge {0}

abgeschlossen. Ferner ist A, beschriankt: Denn fiir alle x = (x1,z5) € A gilt

[(n, )| = /a3 + 3 < \Ja + 203 = VB,
also ist A beschrankt. Ist x € A, so ist per Definition z — v € A, also
]| = Iz + ) = ol < [l + ol + [Joll < V6 +5.

Damit ist auch A, beschrankt. Nach Satz 19.18 ist A, als abgeschlossene und beschrinkte Men-
ge kompakt, und da f stetig ist, nimmt wiederum nach Satz 19.18 die Funktion f in A, ein
Minimum an. Dieses muss d(A,, B,)? sein. Wir wollen die Stelle dieses Minimums mit Hilfe der

Multiplikatorenregel von Lagrange ausfindig machen. Dazu stellen wir fest, dass
B (z1,25) = (2:151 4(z9 + 5)) fiir alle (21, 25) € R?,
und damit
B (21, ) # (o o) . falls (21, 20) # (0, —5) = v & A,.
Also ist
rg(h'(z1,22)) =1 fiir alle (zq,79) € A,.
Wir definieren nun

L:R* X R = R, L(x1,2,\) = f(21,22) + Mo(21, 22).



Hat f in (z1,22) € A, das (bereits als existent erkannte) globale Minimum in A,, so existiert

nach der Multiplikatorenregel von Lagrange ein A € R mit
grad L(xy,x2,\) = 0. (2)
Wie man schnell nachrechnet, gilt

1

r— (z|lu)u = %(l’l + z5) (1

()

> fiir alle z = (71, 29) € R?,

und daher
2

1 1
f(z) = ||z — (zu)ul]* = Z<x1 + x3)? | = é(xl +19)?  fiir alle 2 = (21, 22) € R% (3)

Daher bedeutet (2) ausgeschrieben

(I) Ly (z1,22,A) =0 < (1 + x2) + 2 21 =0
(IT)  Lgy(x1,22,A) =0 < (21 + 22) + A4z +20) =0 (%)
(III) L)\(l'l,.fg,)\) =0 & 33'%"‘2(1'24‘5)2 —6=0.

Substrahieren wir (II) von (I), erhalten wir
A2z — (4z2 +20)] = 0.
Nun muss A # 0, denn anderenfalls wére nach (I), 27 = —x9, sodass aus (III)

27+ 2(—21 +5)°—6=0
<= 327 — 200, +44=0

folgen wiirde. Obige quadratische Gleichung hat allerdings keine reelle Losung. Also muss A # 0

sein. Dies impliziert aber
211 — (4xe 4+ 20) = 0, also z1 = 2z + 10.
Substituieren wir z7 = 2x9 + 10 in (III), erhalten wir

(225 +10)* + 2(29 +5)* =6
<= 4x3 + 4025 + 100 + 225 + 202, + 50 =6
= 22 + 1025 +24 =0
< 19 € {—4, —6}.

Wegen x; = 225 + 10 erhalten wir daher
(2a _4)a (_2a _6) € Rz
als mogliche Stellen fiir das globale Minimum von f in A,. Da nach (3)

f(2,—4) =2und f(-2,—6) =16



gilt, sehen wir, dass das Minimum von f in a, := (2, —4) € A, liegt. Somit ist

d(A,, B,)? = min f(z) = f(a,) = 2,

CBEA'U

also d(A,, B,) = /2. Definieren wir b, := (a,|u)u = (3, =3) € B,, so folgt durch Einsetzen, dass
f(a,) = ||ay, — by]|? ist, und damit

d(Ay, By) = |ay — by||-

Schlielich folgt aus den Bemerkungen zu Beginn, dass dann fiir a := 7", (a,) = a,—v = (2,1) € A,
b:=T ,(b,)=b,—v=(3,2)€B

la — bl = d(A, B) = d(A,, B,) = V2

gilt. Damit haben wir (1) gezeigt.

Hinweis: Wie immer gilt, dass viele Wege nach Rom fithren: Man kann die Aufgabe auch z.B. so
16sen, indem man zeigt, dass die Funktion ¢g: R? x R? — R, g(z,y) = ||z — y||* auf der Menge
A X B ein globales Minimum annimmt und dieses mit Hilfe der Multiplikatorenregel von Lagrange
bestimmt.

Aufgabe 46 (Tutorium)
Es seien f: R?* — R definiert durch

fley,z) = (@ +y+2)°
und der Ellipsoid
C:={(r,y,2) €eR*: 2* + > + 22 =1}

gegeben. Bestimmen Sie max f(C') und min f(C)

Loésungsvorschlag:

Wir zeigen zunéchst, dass max f(C') und min f(C') existieren. Hierzu beobachten wir, dass C'

kompakt ist: In der Tat, definieren wir die stetige Funktion
h:R® = R, h(z,y,2) =2® +y* +22% — 1,

so ist C'= h~'({0}) und daher nach Aufgabe 27 b) als stetiges Urbild der abgeschlossenen Menge
{0} abgeschlossen. Ferner ist C' beschrinkt, da

(2, 2)|P =2+ + 22 <2 +y* +222 =1 fiir alle (2,9,2) € C

gilt. Nach Satz 19.18 ist somit C' als abgeschlossene und beschrankte Menge kompakt. Da f stetig
ist, folgt wiederum aus Satz 19.18, dass max f(C') und min f(C') existieren.

Wir wollen nun max f(C') und min f(C') bestimmen, indem wir mit Hilfe der Multiplikatorenregel
von Lagrange die moglichen Stellen lokaler Minima und Maxima von f unter der Nebenbedingung
h = 0 ausfindig machen. Dazu stellen wir zunichst fest, dass h € C*(R?, R) mit Ableitung

R (z,y,2) = (22,2y,4z) fiir alle (x,y, z) € R,



und daher
rg(h (z,y,2)) =1 fiir alle (x,y,2) € R*\ {0} D C.
Wir definieren nun
L:R*xR =R, L(x,y,2,\) = f(z,y,2) + M\h(z,y, 2).

Hat f in (x,y,2) € C ein lokales Minimum oder Maximum unter der Nebenbedingung h = 0, so

folgt aus der Multiplikatorenregel von Lagrange, dass ein A € R existiert mit
grad L(z,y,z,\) =0.

Ausgeschrieben bedeutet dies

(I) Ly(z,y,2,A\) =0 & 2@x+y+z)+2\x=0
(II) Ly(z,y,2,A\) =0 & 2@+y+z2)+2\y=0 (%)
(III) L,(z,y,2,A) =0 < 2(x+y+z)+4rz2=0
(IV) La(z,9,2,0) =0 & 224+32+22-1=0.

Um obiges Gleichungssystem zu l6sen, unterscheiden wir die Félle A £ 0 und A = 0.

o \£0:
Aus Gleichungen (I)—(III) folgt

2 x = 2 \y = 4)\z.

und damit (wegen A # 0)

1
=>z=+—
v 10
und damit aus (4) weiter
2
rT=yY=t—.
VAT
Durch Einsetzen in (I) erhalten wir A = —2. Weiterhin sieht man durch Einsetzen, dass die

gefundenen Werte fiir (x, y, z, A) tatséchlich Losungen von () sind, sodass die Losungsmenge

von (x) durch

(57w wm) ) (G5 7w 7))

gegeben ist.



e \=0:

In diesem Fall vereinfacht sich das Gleichungssystem (x) zu

) z+y+2=0,
(I0) 22 +y*+222=1.

()

Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist nichtleer, da z.B. <\/Lg,0, —\%) eine
Losung ist. Tatsdchlich kann man aber die Losungsmenge explizit bestimmen, wir hier kurz
skizzieren wollen (aber nicht notwendig fiir die Losung der Aufgabe ist): Gleichung (I’) liefert

z = —x — y und durch Einsetzen dieser Identitdt in (II") erhalten wir

1=2"+y* +2(—x —y)* = 32> + 3y* + 4y = qa(z,y), (5)

2
A= (3 ) e R?*2,
2 3

Durch Hauptachsentransformation (vgl. Aufgabe 26 b)) kann man die Losungsmenge von

wobei

(5) bestimmen: Es ist ndmlich

{(z,y) e R*: qu(z,y) = 1} = S(E4y)

1 (1 -1
S=-— € R?*?
a0
und Ellipse

B 2 2 P B B a cos(t) 2.
[ {(:U,y) ER: 425 = 1} - {(bsm(t)> R te [O,Q?T)}

mit Parametern a = \/Lg, b = 1. Damit ist

_J 1 [acos(t) —bsin(t) -
SEap = {\/§ (a cos(t) + bsin(t)) 4l )}

und daher die Losungsmenge des Gleichungssystems (xx) durch

mit orthogonaler Matrix

acos(t) — bsin(t)
My = —= | acos(t) + bsin(t) | : t €[0,2m)
V2 —2a cos(t)

gegeben. Im Fall A = 0 ist also
{((x,y,Z),O) € R?): (xvya Z) S MO}

die Losungsmenge von ().



Nach der Multiplikatorenregel von Lagrange liegen nun alle Stellen lokaler Minima und Maxima
von f unter der Nebenbedingung h = 0 (also insbesondere auch die Stellen (¢, yo, 20), (1, y1,21) €

C' mit f(zo, Yo, 20) = max f(C) und f(z1,y1,21) = min f(C)) in der Vereinigung

2 2 1 2 2 1
) ) y 5 5 U M.
{(mmm) (ﬂ_o\/l_o\/l—o» '
Da f nach Definition nichtnegativ ist und f(x,y,z) = 0 fiir alle (z,y,2) € M, gilt (dies folgt
aus ¢ +y + z = 0 fir alle (x,y,2) € M), hat f in jedem Punkt (z,y,z) € M, ein glo-

bales Minimum und es gilt min f(C) = 0. Die Stelle des globalen Maximums muss damit in

2 ; 2 2 1 _ -2 -2 -1 .
{<\/—0, \/—0, \/—) < \/—— \/——)} hegen. Da aber f (\/—1—0, \/—1—0, \/—1—0) = f <\/—1—0, \/—1—0, \/—1—0) gllt,
folgt, dass max f(C') = % % \/Lfo) = 2 ist.

Aufgabe 47 (Ubung)
Bestimmen Sie alle Stellen lokaler Minima und Maxima der Funktion f: R* — R,
f(z,y) = 42* — 3ay
auf der Menge
D :={(z,y) € R*: 2* +¢* < 1}.

Losungsvorschlag:

Wir zerlegen
D =U;(0)UN,

wobei U;(0) = {(z,y) € R?: 22 + y*> < 1} und N := {(z,y) € R?: 2% + y* = 1}, und bestimmen
alle Stellen lokaler Minima und Maxima von f in U;(0) bzw. in D mit Hilfe von Satz 19.17 bzw.
mit Satz 19.19.

Wir beginnen mit den lokalen Extrema von f in U;(0). Es gilt

f'(z,y) = (8z — 3y, —3x) fiir alle (z,y) € R?,
und damit
f(@,y) =(0,0) <= (z,y) = (0,0).

Damit ist (xg,yo) = (0,0) der einzige stationdre Punkt von f. Weiter ist
rxr 07 0 T 0; O 8 _3
Hfoo = J2(0,0) £y (0,0) -
fxy(oa 0) fyy(oa 0) —3 0

88— =3
-3 =

und

P00 (A) = det ( ) =(B=N(=A)—9=A—-8\—-9=A—-9)(A+1), reC.

Damit sind A\; = +9 und Ay = —1 die Eigenwerte von H f(0,0), sodass nach Satz 18.11 und Satz
19.17 im Punkt (0,0) kein Extremum vorliegt. Wir folgern also, dass f in U;(0) kein Extremum



hat.

Wir untersuchen nun, ob f in /N lokale Extrema hat. Dazu definieren wir
h: R? 5 R, h(z,y) = 2% +y* — 1.

Dann gilt offensichtlich N = h~'({0}) und damit hat f genau dann ein lokales Extremum in
N, falls f ein lokales Extremum unter Nebenbedingung A = 0 hat. Nun ist » € C*(R?* R) mit
Ableitung

R (z,y) = (22,2y) # (0,0) fiir alle (z,y) € R*\ {0} D N
und damit
rg(W(z,y)) =1 fiir alle (z,y) € N.
Wir definieren
L:R* xR =R, L(z,y,\) = f(z,y) + Ah(z,y).

Hat nun f in (z,y) € N ein lokales Extremum unter Nebenbedingung h = 0, so folgt aus der

Multiplikatorenregel von Lagrange, dass ein A € R existiert mit
grad L(z,y,\) =0
Ausgeschrieben bedeutet dies

(I) Ly(z,y,A\) =0 & 8r—3y+2\z=0
(1)  Ly(z,y,A) =0 < —3x+2\y=0 ()
(III) L)\(.Z‘,y,)\) =0 & $2+y2— 1=0.

Wir bemerken zunéchst, dass y # 0 gelten muss: Anderenfalls wiirde ndmlich aus (II) auch x =0

folgen, im Widerspruch zu (III). Aus (IT) folgt nun @ = 2\y. Substituieren wir = 2y in (I), so

2 2 16 4
=8| s\y | — 22 [ =My | = =)— —)\2
0 8(3 y) 3y + (3 y) (3 3+3 )y

i‘%x%u-%:o

91
red—2 2%
— 6{2,2}

Substituieren wir andererseits = 2y in (III), so erhalten wir

92 2
A =1
() +»

4 N\~
<:>y:i(1+§)\2) .

folgt weiter

=

Ist A = —g, so ist y = j:\/LrO und r = :F\/%- Ist dagegen \ = %, so ist y = i\/% und z = j:\/%.

Also konnnen die lokalen Extrema von f in N nur in

1 1 1 1
M = {\/—1_0(_3, D, (3 -1), 7 (1.3), —10(—1,—3)}



liegen. Da f stetig ist und D kompakt, muss f auf D ein globales Minimum und Maximum
annehmen. Da f in U;(0) keine lokalen Extrema annimmt, miissen die Stellen der globalen Minima

und Maxima von f in N und damit nach Lagrange in M C N liegen. Da

-3 1 3 -1 9
f(—mﬁ):f(ﬁﬁ):ﬁ e

(o vm) =~ (o) =

ergibt sich:

Stellen lokaler Minima von f: \/LTO(L 3), \/LTO(—L —-3)
Stellen lokaler Maxima von f: J%(_B’ 1), \/LTO(B’ —1).

Diese lokalen Extrema sind sogar global.

Aufgabe 48 (Tutorium)

Berechnen Sie die globalen Extrema der Funktion f: R?* — R mit
flz,y,2) =bx+y— 3z
auf der Menge

E:{(%y,z)ER?’:x—f-y—l—z:O und x2+y2+z2:1}_

Losungsvorschlag:

Sei
h:R3—>]R2,h(:c,y):(hl(x>y,2)>:( T+y+z )

ho(z,y, 2) ?+yt+ 22 -1

Dann ist h € C'(R3 R?). Offensichtlich ist £ = h~'({0}) und damit als stetiges Urbild der
abgeschlossenen Menge {0} abgeschlossen. Weiter ist E beschrinkt, da

(2,9, 2)|> =2* + 9> + 22 =1 fiir alle (z,y,2) € E

gilt. Nach Satz 19.18 ist damit E als abgeschlossene und beschriankte Menge kompakt, und da f
stetig ist, existieren (wiederum nach Satz 19.18) max f(£) und min f(E).

Wir benutzen die Multiplikatorenregel von Lagrange, um die globalen Extrema zu bestimmen. Es
ist

1 1 1

h(x,y,z) = fiir alle (z,y, z) € R?
(y)(2x2y22> (%,y,2)

und daher

rg(h'(z,y,2)) =2 fiir alle (x,y,2) € R*\ lin{(1,1,1)} D E.



Wir definieren
L: Rs X RZ — ]R7L('T7y>z7)\17)\2> - f(ﬂ?,y,Z) + )\1h1($,y,2«') + )\QhZ(xaya Z)

Nimmt f in (z,y, z) € E ein lokales Extremum unter Nebenbedingung h = 0 an, so gibt es nach

der Multiplikatorenregel von Lagrange ein A = (A1, A\2) € R?, sodass
grad L(z,y,z, A1, A2) = 0.

Ausgeschrieben bedeutet dies

()  Li(x,y,z, A\, A2 & 54+ +2Nz=0
(II)  Ly(z,y,2, A1, As & I+ A +2Xy=0
L & =3+ M +202=0 (%)

(IV L)q x,Y,z, )\17 2
(V) L)\Q xr,Y,z, )\1,)\2

& r+y+z2=0

( )=0

( )=0

(III) Sz, y, 2, M, 0) =0
) ( )=0

( )=0 & 22+ +22—-1=0.

Addieren wir (I), (IT) und (III), so erhalten wir unter Ausnutzung von (IV)

—_————
=0 nach (IV)

:>>\1:—

Somit folgt aus (II), dass 2Aoy = 0 ist, d.h., Ay = 0 oder y = 0. Wére Ay = 0, so konnten (I) und
(III) nicht erfiillt sein. Deshalb muss y = 0 sein. Nach (IV) muss daher 2 = —z sein, sodass wegen
(V)

1 1
(x,y,2) € {E(LO’ -1), E(—l,O, 1)} )

Durch Einsetzen erhalten wir \g = :F2\/_ Damit muss

(2,9, 2, A1, Ao) € {(\/’ \/l 2\/_) (\/_ V2 - 2\/_>}

Aus der Multiplikatorenregel von Lagrange folgt, dass die globalen Extrema von f in

{%(1,0, ~1), %(_1,0, 1)}

(o) -o o(Ghock) -

nimmt f in (\%, 0, =%) bzw. in (7 0, \%) das globale Maximum bzw. das globale Minimum an.

liegen miissen. Da

[\

Aufgabe 49 (Ubung)

a) (i) Berechnen Sie [ v(z,y)-d(z,y) fir
v: [-1,1] = D, ~(t) = (C?Sh((l?) und v: D — R2, v(z,y) = o1 <3x2>7 wobei

sinh(t Ty

D :={(z,y) € R*: |2] # |y[}.



(ii) Berechnen Sie [ v(2,y,2) - d(z,y, z) fir

sin(t) y? + 2z
v [0,7] = R% y(t) = | e | und v: R® = R3 v(x,y,2) = | 22 + 2y
ﬁ 72+ 2yz

b) In diesem Aufgabenteil wollen wir die Implikation (2) = (1) des Satzes 19.24 beweisen: Seien
n € N, D C R" ein nichtleeres Gebiet, v € C(D,R") ein stetiges Vektorfeld und [v(z) - dx
wegunabhéngig. Zeigen Sie: Das Vektorfeld v besitzt auf D eine Stammfunktion.

Hinweis: Fixieren Sie ein 2o € D und definieren Sie f: D — R, f(z) := f% v(x) - dx, wobei
7. [a,b] — D eine beliebige stiickweise stetig differenzierbare Kurve in D ist mit 7, (a) = o
und 7,(b) = z und zeigen Sie 0;f = v, fiir j € {1,...,n}.

Losungsvorschlag:
a) (i) Esist

V() = (Smh(t)> fiir alle ¢ € [~1, 1],

cosh(t)

also

—_

T
3 cosh®(t) sinh(t)
/1 cosh?( s1nh2( ) <QSinh(t)> . (cosh(t)) at

:/ 3 cosh?(t) sinh(t) + 2sinh(t) cosh(t) dt

=cosh®(t)|*, +sinh?(¢)|*, = 0.

(ii) Da die Kurve v kompliziert aussieht, versuchen wir eine Stammfunktion von v zu be-
stimmen. Hat nidmlich v eine Stammfunktion f auf R3, so folgt aus Satz 19.23, dass
fvv(x, y,z) - d(x,y,z) nur vom Anfangs- und Endpunkt von v abhéngt. Genauer gilt

dann

/ o(,9,2) - d(z,9,2) = F(3(m) — F(2(0)).

~

Angenommen, v hat eine Stammfunktion f auf R3. Dann gilt grad f = v, d.h.,

fo(,y, 2) y? 422z
fy(xayWZ) = 22+2Iy fllI‘ alle (l’,y,Z) €R3'
fo(2,y, 2) 2?4 2yz

Fiir alle (x,vy, 2) € R? folgt dann aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-



nung
flz,y, 2 /fxty, =/ Y+ 2tz dt = 2y + 2%z — f(0,y, 2)
flz,y,z /fyxtz :/ 22 4 2xtdt = y2* + xy* — f(2,0,2) (6)

flx,y, 2 / fo(x,y,t)dt = / 22+ 2yzdt = 2%z + y2® — f(x,y,0).

Gleichsetzen der obigen Gleichungen und Umformen liefert
vy’ + f(z,y,0) = 2°2 + f(2,0,2) = yz> + f(y,2) fiir alle (v,y,2) € R®.
Hieraus folgt, dass ein ¢ € R existieren muss mit
vy* + f(z,y,0) = 22 + f(2,0,2) = y2* + f(0,y,2) = ¢ fiir alle (z,y,2) € R®

(denn die rechte Seite yz? + f(0,y, z) ist unabhiingig von z und die linke Seite der
Gleichung zy? + f(z,y,0) ist unabhingig von z, sodass auch der Term z2z + f(z,0, 2)

in der Mitte unabhéngig von x und z, also konstant sein muss). Daher ist

f(z,y,0) =c—ay®, f(2,0,2) =c—a*2, f(0,y,2) =c—yz* fiiralle (z,y,2) € R’

Substituieren wir z.B. f(z,y,0) = ¢ — zy? in der ersten Gleichung von (6), erhalten wir
f(z,y,2) = 2y* +2°2 — f(0,y,2) = xy® + 2%z + y2> — ¢ fiir alle (z,y,2) € R%. (7)

Nach unseren bisherigen Uberlegungen gilt also: Falls v eine Stammfunktion f hat, ist
sie zwingend so definiert wie in (7). Eine kurze Rechnung zeigt aber, dass f so definiert
wie in (7) mit beliebigem ¢ € R eine Stammfunktion von v ist. Daher kénnen wir ¢ = 0
in (7) annchmen, und da (0) = (0,1,1) und () = (0,e™™", (1 + 72)~2) gilt, folgt
schlieflich

142
b) Seien n € N, D C R" ein nichtleeres Gebiet und v € C'(R",R") ein stetiges Vektorfeld und

J v(z) - ds wegunabhéingig. Wir miissen zeigen, dass v eine Stammfunktion auf R™ besitzt.

Da D nichtleer ist, existiert ein zy € D. Wir fixieren dieses zy und definieren
f:D—=R, f(2) ::/ v(x) - dx,
Yz

wobei 7, : [a,b] — D eine beliebige stiickweise stetig differenzierbare Kurve in D mit v, (a) =

xo und v, (b) = z ist (solch eine Kurve existiert, da D ein Gebiet ist: Denn nach Definition

eines Gebietes existieren zu xy und z Punkte ag,...,a,, € D, m € N, mit ag = x¢, a,, = 2
und U2, Slaj-1,a;] € D (zur Erinnerung: Sfa;1,a;] := {a;-1 +t(a; —a;—1): t € [0, 1]} ist
die Verbindungsstrecke von a;_; und a;). Definieren wir fiir j € {1,...,m}

Y lJ =14 = R, 55(t) = a1 +t(a; — aj1),



so hat 7, := 7 + - -+ + Y, die gewiinschten Eigenschaften.). Da [ v(z) - dz wegunabhéngig
ist, hdngt f(z) fiir z € D nicht von der Wahl von v, ab. Damit ist f wohldefiniert.

Sei nun z € D, j € {1,...,n} und ~,: [a,b] — D eine stiickweise stetig differenzierbare
Kurve mit v,(a) = ¢ und 7,(b) = z. Da D offen ist, existiert ein § > 0 mit Us(z) C D. Fiir
t € (—0,9) ist dann z +te; € D und wir kénnen S[z, z + te;] durch die Kurve

YO b,0+t] — DAY (s) = 2 + (s — b)e;

parametrisieren. Dann ist fiir jedes ¢ € (—4,8) die Kurve v,,40; := 7. + 9 [a,b+t] — D

stiickweise stetig differenzierbar mit v, (a) = 2o und 7,44, (b +t) = 2 + te; und daher

f(z+tej) = / v(z)-dr fiir alle t € (—0,9).

Yz +'Y(t)

Es folgt fiir alle ¢ € (=9, 9)

N veds— | v-ds 1 1
f(z+tej) — flz) _ f’Yer’Yt f'yz = —/ v(x) - dr = _/ vj(z + se;) du,
f t U Jy® tJo

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass der Integrand v(v.(s)) - v/(s) = v(z +
(s —b)ej) - ej = vj(z + (s — b)e;) fiir alle s € [b,b+ t] ist und die Substitution s — s — b
durchgefiihrt haben. Der letzte Ausdruck der obigen Gleichungskette konvergiert gegen v;(z)
fir t — 0. In der Tat, definieren wir ¢: (—9,6) = R, ¢(s) := v;(z + se;), so ist ¢ stetig, da
nach Voraussetzung v und damit auch v; stetig ist. Definieren wir weiter ®: (—0,9) — R,
O(t) = fot ©(s) ds, so folgt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass
lim flztte;) = f() = lim1 tv -ds = lim w = 0'(0) = ¢(0) = v;(2).

t—0 t to 0 ¢ 0 t—0 t

Also existiert 0;f(z) und es gilt 9;f(x) = vj(x). Da z € D und j € {1,...,n} beliebig
gewahlt waren, folgt

0;f =v; firalleje{l,...,n}.
Also ist f eine Stammfunktion von v und der Beweis ist abgeschlossen.
Aufgabe 50 (Tutorium)

a) (i) Berechnen Sie das Kurvenintegral f7 f(z,y)ds fir

t
v: [0,7] — R? definiert durch ~(t) := TC9S() fir ein r > 0 und f: R? — R,
7 sin(t)
flx,y) =y
(ii) Berechnen Sie das Kurvenintegral f7 f(z,y, z)ds fir

cos(t)
v: [0,log(5)] — R? definiert durch ~(¢) := % sin(t) | und f: R* > R, f(z,vy,2) := .
V2
b) Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion v auf ihrem Definitionsbereich eine Stammfunktion

besitzt und berechnen Sie diese gegebenenfalls.



R )

xe¥ — sin(z) sin(y)

y? + 2xy2>
(i) v: R® — R® mit v(z,y,2) = | 2y + 222>
y? + 3z?yz?

Loésungsvorschlag:

a) (i) Fiir alle t € [0, 7] ist

und daher ||+/(¢)|| = r. Es folgt

/f x,y)ds —/ FOYNY @) dt = / r?sin(t) dt = —r? cos(t)[§ = 2r7.
0

(ii) Nach der Produktregel ist

. [cos(t) ., [—sin(?) .
7 (t) = % sin(t) +% cos(t) | = %(vl(t +vy(t)) fiir alle ¢t € [0,log(5)].
V2 0
=1 (1) —swa()

Da vy (t) L ve(t) fiir alle t € [0,log(5)], folgt

IV @1 = %t (o (@12 + lea()l?)* = ¢t fitr alle ¢ € [0, log(5)].

Es folgt

og(5) og(5)
/Wf(:zc,y,z)ds:/01g5 f(y(t))HV/(t)Hdt:%/olgf) e? cos(t) dt.

Durch zweimalige partielle Integration folgt
log(5) log(5 log(5)
/ e cos(t) dt = e* sin(t) Oog( ) _ 2/ e sin(t) dt
0 0
) log(5) log(5) )
= 25sin(log(5)) + 2e* cos(t)|y " — 4/ e* cos(t) dt
0
log(5)
= 25sin(log(5)) + 50 cos(log(h)) — 2 — 4/ e cos(t) dt
0
und daher

log(5)
/0 e? cos(t) dt = % (25sin(log(5)) + 50 cos(log(5)) — 2) .

Somit ist

1 [los(5) 5 1
/f Y, 2 5/ e cos(t) dt = 3 sin(log(5)) + 5 cos(log(b)) — 5



b) Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion v auf ihrem Definitionsbereich eine Stammfunktion

besitzt und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

(i)

Mit etwas Geschick kann man eine Stammfunktion von v erraten. Wir wollen allerdings
anders vorgehen und einen Ansatz verfolgen, der auch in anderen @&hnlichen Situationen
oft zum Ziel fiithrt: Da

0 0

aiyl = % fiir alle (x,y) € R?
und R? einfach zusammenhingend ist, besitzt v nach Satz 19.25 eine Stammfunktion
f € C*(R% R). Indem wir bei Bedarf f durch f — f(0,0) ersetzen, kénnen wir ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass f(0,0) = 0 gilt. Ist nun (z,y) € R?,
so folgt nach Satz 19.23

wobei

Damit ist
fz.y) Z/U'ds
N
1 2
:/ vl(tx,0)~xdt+/ va(z, (t = 1)y) -y dt
0 1

= /1 x + x cos(tz) dt + /1 zye’ — ysin(z) sin(ty) dt
0 0

= [tz + sin(tz)] s + [ze" + sin(z) cos(ty)] |

=z + sin(x) + xe? + sin(z) cos(y) — x — sin(z)

=ze? + sin(x) cos(y).
Da (z,y) € R? beliebig gewihlt war, ist also

f(z,y) = ze¥ +sin(x)sin(y) fiir alle (z,y) € R*.

Nach Satz 19.21 kann v keine Stammfunktion haben. Es ist nédmlich

2yz3 2y + 222 6ay2?
Jo(z,y,2) = | 222° 2 32222 fiir alle (x,y, z) € R®.
6zyz? 2y + 32%2? 62%yz

Somit ist J,(x,y, z) nicht symmetrisch, was dquivalent dazu ist, dass v die Integrabi-
litdtsbedingung 0;v, = Opv; fiir alle j, k € {1,...,n} verletzt. Nach Satz 19.21 kann

daher v keine Stammfunktion auf R® haben.



