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9. Ubungsblatt

Aufgabe 51 (Ubung)
Es sei I =1[0,1] x [0,1] € R? und

flz,y) =xze™ fir (z,y) € 1.

Fiir jedes n € N bestimmen die Eckpunkte der Teilintervalle

n -1 7 k-1 k .
I](k):: |:j—7i:|><|: 7_:|> Jakzlw"an

n n n n

eine Zerlegung 7, des Intervalls I.

Berechnen Sie lim,,, Sy(Z,) und lim, o s;(Z,). Berechnen Sie weiterhin [, f(z,y) d(z,y), falls
dieses existiert.
Loésungsvorschlag:

Die Funktion x — x ist monoton wachsend und die Funktion y — e™¥ ist monoton fallend. Hieraus
ergibt sich, dass

SR
mg,;;) = inf f(z,y)= inf 2. inf Y= J —
(@eh v A] vl n
M](Z) = sup f(x,y)= sup x- sup P J ot
@)l celiZhd]  ve[ihA] "

fir allen € Nund j,k =1,...,n. Damit folgt fiir alle n € N

. n n a j_l _El 1 & . = _1 k

= 1 nn—1)
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=——— 7 . n




wobei in (%) die Gaufische Summenformel fiir die linke Summe und die geometrische Summenfor-

mel fiir die rechte Summe verwendet haben. Analog gilt

. i ) Z J. fk;ll? _ % (g;) . <n_1 (ei>k>

(n)

G k=1 j, 1 k=0
_1\"

e 1= (¢F)
_TL3 2 1—e %

| -1

(1+3) _ e n —ed 1 -
H/I_/ n |,
BE (—)%ez‘zzo) =1
Wir folgern
1 _
lim s¢(Z,) = lim Sy(Z,) =5 (1—e"). (1)

Die Funktion f ist stetig auf I und daher nach Satz 20.2 auch integrierbar iiber /. Nach dem Satz
von Fubini (Satz 20.3) gilt

/If(a:,y)d(a:,y):/ol (/Ola:e_yda:) dy:/olxdx-/ole—ydy:%[ﬂ RS |

in Ubereinstimmung mit (1).

Bemerkung: Die Gleichheit von [, f(z,y)d(z,y) und lim,_, s¢(Z,) baw. lim,_,o S¢(Z,) ist kein
Zufall. Tatséchlich gilt folgender

Satz: Sind d € N, I C R? ein Intervall und f: I — R integrierbar iiber I, so gilt fiir jede Folge

(Zy)nen von Zerlegungen von I mit lim,, . || Z,]| = 0, dass

lim s¢(Z /f z,y)d(z,y) = JLIrOloSf(Zn).

n—oo

Hierbei bezeichnet || Z,|| die Maschenweite von Z,,: Sind I = [agl), bgl)} X oo X [afil), bfil)] R

[aﬁm),bﬁm) } X e X [ ((im),b((im)} die Teilintervalle von I beziiglich Z,,, so ist || Z,|| die maximale

Kantenléange, d.h.,

1Za]) = max (b~ a).

In obiger Aufgabe war || Z,|| = < fiir alle n € N.

Aufgabe 52 (Tutorium)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a) [,(22+3y)d(z,y), A=[0,2] x [3,4],
) fB(zi—z)Qd(‘raywz)a B = [172] X [273] X [072]7

o xiny d(z,y), C =[1,2] x [1,2].




Loésungsvorschlag:

Alle Integranden sind stetige Funktionen auf den jeweiligen Intervallen A, B und C. Deshalb

kénnen wir den Satz von Fubini (Satz 20.3) anwenden, um die Integrale auszurechnen.

/A(2x+3y) d(z,y) :/34 (/02(2x+3y) dx) dy = /34 (2 + 3zy] \zj dy

4
:/ 4+ 6ydy = [4y+ 32 |' = 25
3

a) Es ist

b) Weiter ist

[t [ (L ([ s ([ 55
S o) e [ Ll

2 1 1
=4 - dr =4[l 2) —1 2
/1(x+2 $+3) r = 4[log(r +2) — log(z + 3) | |7
16

=4 [log(4) — log(3) — log(5) + log(4) ] = 4log (E) :

c¢) SchlieBlich ist

/Q—yd(x y):/2 </2 2y dy) dx:/Z[log(x—i—yQ)} =2
cT+y? 7 1 T+ Y2 1 v=1

2
:/ log(z +4) — log(z + 1) d.
1

Durch partielle Integration kann man eine Stammfunktion von x +— log(z) bestimmen:

1
/10g(m) der = / 1-log(z)dz = xlog(z) — /ifl_;, dz =z - (log(x) — 1).

Also ist

2 2
/C o +yy2 d(z,y) = /1 log(z +4) — log(z + 1) dv

= [(z +4)(log(x +4) — 1) — (x + 1)(log(x + 1) — 1)]|3
— 6(10g(6) — 1) — 5(log(3) — 1) — (3(1og(3) — 1) — 2(log(2) — 1)
= 61log(6) — 5log(5) — 3log(3) + 21og(2)

66 - 22 33.28

Aufgabe 53 (Ubung)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:



a) [yxy+y*d(z,y), A=10,1] x [0,1],
b %d 5 ,B: 7]- 717
) [ T (z,y) [0,1] x [0, 1]

¢) J,cosh(2z +y)d(z,y), C =[-1,0] x [0,2].

Loésungsvorschlag:

Alle Integranden sind stetige Funktionen auf den jeweiligen Intervallen A, B und C. Deshalb

konnen wir den Satz von Fubini (Satz 20.3) anwenden, um die Integrale auszurechnen.

a) Es ist
1 1 1 o=1
/azy—l—y2 d(z,y) :/ (/ zy + 1 d:c) dy:/ {§x2y+xy2} dy
A 0 0 0 2=0
1 1
1, 117
— | Sy+tdy = |-+ 2P| =c+- =L
/02y+y Y [4y+3y}0 173712
b) Weiter ist
1 1 1 y=1
1
i d(z,y) = i ~dy | dz = — - dx
2 2)3 2 2)3 1
B (1+ 22+ y?)2 0 o (14+22+y?)2 0 (14 22+ y?)2 y=0

! 1 ! 1
Y AP N g
o (1+22)2 0o (2+22)2
1

B sinh~1(1) COSh(t) B sinh ™! (—2> \/§ COSh(t)
-, (T sm2(0)] / (2 + (V2sinh(1))}

sinh~1(1) sinh~! (%)
:/ 1dt—/ “ldt
0 0

—=sinh™!(1) — sinh ™! <%) .

An dieser Stelle sind wir eigentlich schon fertig. Wir konnen aber das Ergebnis in Termen
vom (natiirlichen) Logarithmus angeben, da wir sinh™' ,,explizit* berechnen kénnen: Denn

fir z,y € R gilt die Gleichung sinh(x) = y genau dann, wenn

dt

1 e”>0

§(ex—e_z):y = () —2e" —1=0 = "=y /12 +1 <= "=y + 2+ 1.
Damit ist sinh™*(y) = log (y +4/1+ y2>, y € R. Es folgt

1
V2

=log (1—1—\/5) — log <1+\/§)

\/§
1 \/§

/B ( 3 d(z,y) =sinh™'(1) — sinh ™" (

14 22 +y2)2




c¢) Schlieflich ist
2 0 2711 2=0
/ cosh(2x +y)d / (/ cosh(2x + y) dx) dy = / {5 sinh(2x + y)]
c 0 0
1
2

dy

r=—1

2

1 [cosh(y) — cosh(—2 + y)] |2

(sinh(y) —sinh(-2+y)) dy = 5

0

; (cosh(2) — cosh(0) — cosh(0) + cosh(—2)) = cosh(2) — 1.

Aufgabe 54 (Tutorium)

Berechnen Sie das Volumen folgender messbarer Mengen mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri.
a) M = {(x,y,z) € [—rr] x[0,h]: 2 +y* < 2—222} fir r, h > 0,
b) My :={(z,y,2) e R®: |z| <2,y €0,3], 0 < 2 <4— 22},

¢) M :={veR: v <1}.

Losungsvorschlag:

a) Die Menge M; beschreibt einen (auf dem Kopf stehenden) Kegel mit Radius  und Héhe h.
Fiir z € [0, h| ist

Q(z2) ={(z,y) €R*: (w,y,2) € M1}
:{(x,y) cR*: 2? +4% < ﬁzQ}

ein Kreis mit Radius 7z und damit messbar (dies folgt aus Satz 20.5 mit B := [-R, R],

f(z) := VR? — 2?2 und g(z) := —f(x), wobei R := ;2. Dann ist namlich Q(z) = M(f,g)
nach Satz 20.5 messbar.). Wir folgern
2

Q@) =7352% 2 €[0A].
Nach dem Prinzip von Cavalieri ist daher

r2 (" r2 131" 1 )
= [ "l Az = | zdz—wﬁ[g]ozyrh.

b) Ist (z,y,2) € Ms, so folgt z € [0, 4] unmittelbar aus der Definition von M. Fiir z € [0, 4] ist
Q(2) :={(x,y) € R?: (x,y,2) € My}
={(z,y) €eR*: y €[0,3], 2| < V4 - 2}
=[—v4—2z,vV4—2z] x[0,3]
ein Intervall (und damit insbesondere messbar) mit Inhalt

Q)| =2V4—2-3=6V4—2, z€[0,4].

Aus dem Prinzip von Cavalieri folgt

M| —/04|Q(z>ydz— 6/04de iy [-%(4—,2)3]4 _ 4



c¢) Fiir v € R?* schreiben wir v = (x,2) mit x € R* und z € R. Ist v = (x,2) € Mz, so gilt
offenbar auch |z| <1, also z € [—1,1]. Fiir z € [—1, 1] ist dann

Q(z) :=={z € R®: (,2) € M3}
={z e R%: ||(z,2)|| <1}
={z e R®: ||z < V1 — 22},
also eine dreidimensionale Kugel mit Radius v/1 — 22 und damit messbar (dies kann man

genauso zeigen wie die Messbarkeit eines zweidimensionalen Kreises in a)). Nach Beispiel
(2), S.118, Skript, folgt
4 9\ 3
|Q(Z)|:§7T<1_Z )27 z e [_171]

Nach dem Prinzip von Cavalieri ist also

! 4 ! 3
M= [ lQ@Ids =37 [ (1 -shia:

[VE]

4

3 2 4
2577/ (1 —sin®(t))2 cos(t) dt = —7T/ cos*(t) dt =: 37 Iy,

ME}

wobel

[VE]

I, ::/ cos"(t)dt, n € Ny.

2
Man kann [,, mit Hilfe von partieller Integration bestimmen: Fiir n > 2 ist

jus

L= [ cosn(t)dt =sin(t)cos” (0] + (n 1) [ sin(e)sin(e) cos” 2 (0)

s
2

[NIE

s
2

INIE]

=(n—1) / (1 — cos®(t)) cos™ 2(t) dt

%
=n—1I, o—(n—1)1,.
Umformen nach I, ergibt die Rekursionsformel

In:n—l

I,—2, meNn>2 (2)
n

Da Iy = 7 und [; = 2 gilt (wie man leicht ausrechnet), folgt aus (2) fiir n > 2

n—1 n—3 3 1 -
n=L. =S =2.o.q  fir n gerade,
CR VRN R S, g
. n=2 .55 +2  fiir n ungerade.
Insbesondere ist
3 3 1 3
I —_ . [ —_ —- . — . ] —_= —17T.
1Ty Ty

Daher erhalten wir



Bemerkung: Analog kann man das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel berechnen. Aus
dem Prinzip von Cavalieri erhalt man dann fiir das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel
B, :=={v € R": ||| < 1} die Rekursionsformel

’Bn‘ = ’anl"[na nEN,n22

und daher

|B,| = (HI]) |Bi|, ne€Nn>2 (4)
j=2

Aus der Rekursionsformel (3) folgt nun
1
]j']j+1:m'2ﬂ ﬁirallejEN,jZZ,

sodass fir k € N

2% k-1 1y =
]1:[2[1 = (EIQj '[2j+1> Iy, = <£[1 2 1) oy, = (EZ) 355 T
und
QﬁII,: k oL :ﬁ 9o _ ok -k
e J “ g2+ j:22j—|—1 1-3-...-(2k+1)
folgen. Da |B;| = |[—1, 1]| = 2 ist, folgern wir schliefllich aus obigen Gleichungen und (4)
B, = s " falls n = 2k fiir ein k € N,
ey falls n =2k + 1 fiir ein k € N.

Erstaunlicherweise wichst n — |B,,| zunéchst, fillt dann aber wieder und es gilt lim,, ., |B,| = 0!
Aufgabe 55 (Ubung)

a) Fiir eine messbare Menge M C R?® mit |M| > 0 definieren wir ihren Schwerpunkt s =
(81, 82, 83) € R? durch

1
i T zd 5 y fiir 4 ].,2,3.
s |M|/Mx (21,9, x3) fiir i € { }
Berechnen Sie den Schwerpunkt des Kegels M := {(z,y,2) € R3: 2 € [0,1], 22 + y* < 2%}.

b) Berechnen Sie fiir 0 < r < R das Volumen des Torus
2 2
T .= {(x,y,z) cR3: z ¢ [-nr7], (R— m> <z?4+9? < <R+m> }

Hinweis: Fassen Sie T' als Differenz zweier Rotationskorper auf.

Loésungsvorschlag:



a) Wir schreiben im Folgenden (x,y, z) statt (z1, za, x3).

Nach Definition von M gilt M C I := [—1,1]* x [0,1]. Weiter gilt, dass fiir jedes z € [0, 1]
der Querschnitt Q(2) := {(z,y) € R*: (z,y,2) € M} = {(z,y) € R*: 22 + y* < 2%} ein
Kreis mit Radius z mit Mittelpunkt 0 € R? und damit messbar ist (vgl. Aufgabe 54 a)).
Daher gilt fiir jede Funktion f € C(M,R)

[ a0 ™ [y deaa 2 [ [ ) o
A /[Ll]j(z)(x,y,z)d( 0) a2 [ sensaen) o

wobel wir in (x) ausgenutzt haben, dass fiir festes z € [0,1] die Funktionen (x,y)
Ju(z,y,2) und (z,y) = for)(z,y, 2) identisch sind. Wir benutzen nun obige Formel um
die Integrale [,, xd(z,y,2), [,,yd(z,y,2) und [,, zd(z,y, z) auszurechnen.

Da fiir z € [0, 1]

Qz) = {(x,y) eER* ze[-1,1], —V1-22<y< \/1—x2}

ein Normalbereich bzgl. der z-Achse ist, erhalten wir

1 Vi—a? 1
/ xd(m,y)—/ / zdy dx—2/ zvV1—22de =0,
Q(2) -1 —V1-a2 —1

da die Funktion x — g(x) := xv/1 — 22 eine ungerade Funktion ist (d.h., es gilt g(—x) =
—g(x) fir alle z € [—1,1]). Nach obiger Formel gilt also

/de(x,y,z)—/ol </Q(Z)xd(x,y)) dz = 0.

- /

=0
Aus Symmetriegriinden kénnen wir die Rollen von z und y in der obigen Rechnung vertau-

schen und erhalten dann gleichermaflen

/ yd(z,y,z) =0.
M
Schliefilich erhalten wir

/Mzd(x,y,z):/ol </Q( xy)dz-/ 1Q(2) zdz-/lﬂzz-zdz:%[z‘lﬂézg

Nach Aufgabe 54 a) (mit r = h = 1) ist |[M| = .
des Schwerpunktes s € R? von M gegeben durch

),

§1 = —— rd(z,y,2) =0

] S, e
),

S9=+— | yd(z,y,2) =0

> =] V)

1/ 1m
s3=—— | xd(z,y,2) = —— = —.
TN S it Vi

Damit sind die Koordinaten sq, s, und s;3



b) Definieren wir

so gilt wegen 0 < r < R, dass f > g > 0 ist. Weiterhin sind f und g nach Satz 20.2 als

stetige Funktionen integrierbar tiber [—r, r]. Wir bemerken, dass 7' = M\ M;, wobei
M, = {(gp,y, 2)ERY: ze€[—rr], 0 <2? +9° < (g(z))Q}
My = {(z,y,2) €R®: z € [=r,7], 0 < 2® +¢* < (f(2))*}

zwei (messbare) Rotationskorper mit M; C M, sind. Da nach Satz 20.5 |T| = |Msy| — | M|
gilt, folgt

T = [My| — [ M|
:7r/ f(z)de—w/ g(z)?dz

Sl OO

® 47TR/ Vr?2 —z2dz

(e

1
—) 47TR§7T7“2 = 27T27“2R,

2

wobei wir einerseits in (x) fiir die Berechnung von f(2)?> — g(2)? ausgenutzt haben, dass

(a+b)?—(a—b)* = 4ab fiir alle a, b € R gilt, und andererseits bemerkt haben, dass das Integral
J7 V/r? = 22dz gerade der Inhalt des oberen Halbkreises {y,z) € R?*: y > 0, y* + 22 < r?}

mit Radius r ist.

Aufgabe 56 (Tutorium)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
a) [yxcos(y)d(z,y), A= {(z,y) €R*: x €[0,\/r], 0<y <2},
b) [pay*d(z,y), B={(z,y) eR*: y e [-1,1], 1 -y’ <z < /1 -y},

o) [o22d(z,y,2), C={(z,y,2) eR*: 2 €[0,1],0<y<w l+z+y<z<e ]

Loésungsvorschlag:

a) Die Menge A ist ein Normalbereich bzgl. der z-Achse: In der Tat, definieren wir

f: [O,ﬁ] — R, f(z) = 2?2,
g: [0.vV7] =R, g(z) =0,

sosind f,g € C([0,/7],R), g < f und es gilt

A=M(f,9)={(x,y) eR*: z € [0,v/7], g(z) <y < f(x)}.



Nach S.120, Skript, ist daher

Axcos<y>d<x,y>=/oﬁ (/

VT 1 VT
:/ rsin(z?) do = [——cos(xZ)} =
0 2 0

2

VT >
x cos(y) dy) dz :/0 x [sin(y)] ‘g dz

% (— cos(m) + cos(0)) = 1.

b) Die Menge B ist ein Normalbereich bzgl. der y-Achse: In der Tat, definieren wir

[ =L =R, fly) = V1-y2

g: [FL1 =R, g(y) =1 -7,
sosind f,g € C([0,v/7],R), g < f und es gilt

B={(z,y) eR*: ye[-1,1],g(y) <z

IN
~
<
=

Nach S. 121, Skript, ist daher

1 1—y2 1 1 1-y
/ wy? d(z,y) = / / zy?de | dy = / Y {—fcz} dy
B 1 \J1oy2 -1 2 1—y2

Z%/_ v (-9’ = (1-9°)?) dy

1
1, 1[1 1101 11 2
2/1y vy 2{53/ 7yL 2 (5 7) 35

c) Die Menge C' ist ein Normalbereich im R3. Wir definieren
D={(z,y) eR*: 2 €[0,1],0 <y < z}.
Dann ist D kompakt und messbar, denn:

1. D ist kompakt:
Hierzu miissen wir uns nach Satz 19.18 klar machen, dass D abgeschlossen und be-
schriankt ist. Die Abgeschlossenheit folgt leicht aus dem Folgenkriterium (Satz 19.2): Ist
(s Yn)nen € D eine Folge in D, die gegen ein (z,y) € R? konvergiert, so folgt wegen
(Tn, Yn)nen C D, dass

0<z,<1 und 0<y, <uz, fiiralleneN.

Hieraus folgt durch den Grenziibergang n — oo (unter Verwendung von (x,,y,) —

(z,y) (n > 00) <= x, > x (n — 00) und y, — y (n — 00)) auch
0<x<1 und 0<y<zx

und damit (z,y) € D. Also ist D abgeschlossen. Die Beschrénktheit von D kann man
folgendermaBen einsehen: Ist (x,y) € D, so folgt

Iz, )| < |z|+Jy| <1+ ]z <1+1=2.

Also ist D nach Satz 19.18 kompakt.



2. D ist messbar:

Definieren wir
p: [0,1] = R, p(x) =
¥ [0,1] = R, ¢(z) =
so folgt ¢,v € C([0,1],R) C R([0,1],R) und D = M(p,v). Damit ist nach Satz 20.5
die Menge D messbar.
Definieren wir
f:D =R, f(a,y)=e",
g:D—-R g(x)=1+z+y,
so sind f,g € C(D,R). Weiter gilt g < f, denn es gilt fiir u >0

i%_1+u+2—21+u
i >0

sodass mit der Substitution u = x +y
flz,y) =" > 140 +y=g(x,y) firalle (z,y) € D
folgt. Nun sehen wir, dass
C=M(f.g)={(z,y,2) €R*: (v,y) € D, g(z.y) < z < f(z,y)}

ist, sodass C' ein Normalbereich im R? ist. Nach S. 122, Skript, folgt nun

T+y

¢ 1 z+y
22d(z,y, 2 :/ / 22dz | d(z, :/— 23]¢ d(z,
Ly = [ ([ ) dwn= [ SN ey

1
=2 / S — (14 2 +y)’d(z,y)
3/

1 1 T
:—/ (/ 63(w+y)—(1+x+y)3dy> dz

3 0 0

1, 1 v=r
—_=— — (w""y)__]_ 4 d

3/0 [36 4( —|—x—|—y)LZO x
zl/ll(eﬁz—egz)—l[(1—|—2x)4—(1+x)4} dz
3/, 3 4
! 1661—1@3:” 1—l i(1—1—2x)5—1(1—i-x)5 1
916 37 ], 12]10 5 0
11y 1, 1] 11, 1., 1
9 {66 3e+6] 12 {10 57 710



