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13. Ubungsblatt

Aufgabe 75 (Ubung)

a) Beweisen Sie: Ist D C C offen und hat f € H(D\{z0}) in 2o € D einen Pol der Ordnung
m € N, so gilt

res(f;z9) = (; lim g(m’l)(z),

m — 1)l 2=z
wobei g(2) := (z — 29)™ f(2) fiir z € D\{20}.

b) Berechnen Sie

/7 EEvEy

fiir den einfach geschlossenen Weg ~(t) := 2¢', ¢ € [0, 27].

Aufgabe 76 (Tutorium)

Fiir 7 > 0 sei 7,: [0,27] — C, 7,(t) = re. Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des

Residuensatzes.
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Aufgabe 77 (Ubung)

In dieser Aufgabe wollen wir fiir n € N, n > 2, den Wert des uneigentlichen Integrals

< 1
/ dx
0 1+.1'n

mit Hilfe des Residuensatzes bestimmen. Hierzu betrachten wir die holomorphe Funktion f: G —

C, f(2) = 175 auf dem Gebiet G := {z € C: 1+ 2" # 0}. Ferner setzen wir w := en und

betrachten fiir jedes R > 1 die Wege

- 2
m.r(t) =t, t €0, R], Yor(t) := Re", te {O, %} ) v3.r(t) == tw?, t € [0, R].



1 (n—1)

a) Zeigen Sie res(f;w) =n"tw™ .

b) Zeigen Sie

/ f(z)dz — 0 (R — o0).

¢) Fir R > 1 betrachten wir den einfach geschlossenen Weg vg := 71 p + V2. + V3R Wenden
Sie den Residuensatz auf fm f(z)dz an und fiihren Sie den Grenziibergang R — oo durch.

/°° 1 dp = .7'('/71 ‘
o l+4an sin (7/n)

Folgern Sie

Aufgabe 78 (Tutorium)

a) Fiir zwei Polynome P,Q € C[z,y| in zwei Variablen und mit komplexwertigen Koeffizien-

ten betrachten wir die gebrochenrationale Funktion R := g. Ferner nehmen wir an, dass

Q(x,y) # 0 fiir alle (z,y) € R? mit 2% + y? = 1 gilt, und definieren die Funktion
h:[0,27] = R, h(t) = R(cos(t),sin(t)).

Sei auflerdem

f:C\(H;UP) = C, [(z):= R <% (z+ 1) .~ (z— 1)) ,

z 2
wobei H; die Menge der hebbaren Singularitéiten und Py die Menge der Polstellen von f

bezeichnen. Zeigen Sie:

/0 7rh(t) dt = 27TZres(f; z),

zeN

wobei N := Py N U;(0) die Menge der in U;(0) liegenden Polstellen ist.

b) Sei a > 1. Zeigen Sie

Aufgabe 79 (Ubung)

a) Sei w € C\{0}. Zeigen Sie, dass fiir jedes r > 0 die Gleichung e* = w unendlich viele

Losungen z € C mit |z| < r besitzt.

b) Sei G C C ein Gebiet mit U;(0) C G. Beweisen Sie: Ist f € H(G) und |f| konstant auf
0U1(0), f jedoch nicht konstant auf G, so besitzt f mindestens eine Nullstelle in G.

¢) Berechnen Sie alle Logarithmen von ¢ — 1 sowie alle zwolften Wurzeln von 1.



Aufgabe 80 (Tutorium)

a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f, g, h € H(U1(0)\{0}) den Typ der isolierten
Singularitét zo := 0:

sin(z) 22

(i) f(z) = : (i) g(2) = (ifi) A(z) = e,

cos(z) — 1’

b) Bestimmen Sie jeweils das Maximum und das Minimum des Betrages der folgenden Funk-

tionen auf der Menge Uy (0).

(i) fi(z) = e, (ii) fa(2) = 2% + iz + 1, (iil) f3(2) =3 — |2)*.



