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13. Ubungsblatt

Aufgabe 75 (Ubung)

a) Beweisen Sie: Ist D C C offen und hat f € H(D\{z0}) in zg € D einen Pol der Ordnung
m € N, so gilt

res(f; z0) = (; lim g(m_l)(z),

m — 1)l 2=z
wobei g(z) := (z — 20)™ f(2) fiir z € D\{20}.

b) Berechnen Sie

/7 (e = 1>1<z —1p

fiir den einfach geschlossenen Weg v(t) := 2¢', t € [0, 27].

Losungsvorschlag:

a) Es sei D C C offen und f € H(D\{2p}) habe in z; € D einen Pol der Ordnung m € N. Da
D offen ist, existiert ein R > 0, sodass Ug(zo) € D gilt. Nach Satz 22.16 wird f in Ug(z)
in eindeutiger Weise durch seine Laurentreihe dargestellt, d.h., es existiert eine eindeutige
Folge (ax)rez C C, sodass

[e.e]

f(z)= Z ar(z — 2)" fiir alle z € UR(Z(]).

k=—o00

Da f in zp einen Pol der Ordnung m hat, folgt weiter aus Satz 22.16, dass a; = 0 fiir alle
k < —m ist. Daher gilt tatsdchlich

f(z) = i ar(z — 2)" fiir alle z € Ug(z)

k=—m

und damit

o0 oo

9(z) =(z—20)"f(2) = Z ap(z — 20)" = Z (2 — 20)" fiir alle z € Ug(z).



Leiten wir obige Gleichung m — 1-mal ab, erhalten wir (man beachte, dass gliedweises Dif-

ferenzieren von Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius erlaubt ist)

k=m-—1

=(m—1)la_; + Z = (7]: — 1>>!ak_m(z — )

— (k+m—1)!
=(m—1la_y + Z %ak_l(z — z)k.
k=1

Der zweite Summand konvergiert gegen 0 fiir z — z (da Potenzreihen stetig sind), sodass

lim ¢ V(2) = (m — Dla_y = (m — 1) res(f; 2).
Z—rZ20

Dies impliziert die gewiinschte Identitét

Ty Jm g (z) = wes(f: z0)

b) Wir wollen den Residuensatz (Satz 22.17) anwenden, um das Integral zu berechnen. Sei dazu
D :=U;(0) € C und
1
(e —1)(z—1)%

Dann ist f holomorph auf D und die Singularitdten zg := 0 und 2; := 1 von f liegen im

f: D\{0,1} —» C, f(2) =

,Inneren® von v, d.h., es gilt zp,2; € int(7y). Da v ein einfach geschlossener und positiv

orientierter (stetig differenzierbarer) Weg in D ist, gilt nach dem Residuensatz

: ! ) : res( f:
/7 E-DE-1F "~ / (e~ -1 = 2l 0) Fres(f )

Die Funktion f hat in zy = 0 einen Pol der Ordnung 1 und in z; = 1 einen Pol der Ordnung
2. Nach Aufgabenteil a) ist daher

| 1 1 d .\ L
res(f30) = limy =£() = i o0 - (7735 = (Ee ) IR
und
res(f;1) = lim((z — 1)2f(2))" = lim S ‘
z—1 z—1 (ez — 1)2 (e — 1)2

Daher erhalten wir

A — 1)1<Z gy dx = 2riees(£:0) + res(f:1)) = 2 (1 _ ﬁ) |

Aufgabe 76 (Tutorium)

Fiir r > 0 sei ,.: [0,27] — C, 7,.(t) = re. Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des

Residuensatzes.

(i) /74 zziir dz, (i) [{3 (z—=1)(z —T—Zl)Q(z +4) dz,



(iii) /72 et dz, (iv) /71 eizz_ N dz.

Loésungsvorschlag:

(i) Sei f: C\{n} — C, f(z) = je—l:r

Nach dem Residuensatz ist daher

/7 zet dz:/74f(z)dZ:2WireS(f;7T)‘

y ° T

. Dann ist f holomorph auf C\{7} und es gilt 7 € int(yy).

Wir sehen sofort, dass f in 7 einen Pol erster Ordnung hat. Damit ist nach Aufgabe 75 a)

res(f;m) = ll_l}}r(z —7)f(z) = lim ze** = e = —7
und damit
/ A P 2mi(—m) = —2in”.
Y4 Z=T
(ii) Sei f: C\{—-1,1,-4} = C, f(2) = m. Dann ist f holomorph auf C\{—1, 1, —4}

und es gilt —1,1 € int(~3), aber —4 ¢ int(y3)! Nach dem Residuensatz ist daher

R e Lo IO LR )

Man sieht sofort an der Definition von f, dass f in 1 bzw. —1 einen Pol erster bzw. zweiter
Ordnung hat. Nach Aufgabe 75 a) ist daher
eZ

. . ¢
res(f; 1) = lim(z = 1)f(2) = lim (z+12(z+4) 20

) L (e D2 (Y — Gy CETDEHA) —e(2243)  Te!
res(f;—1) = lim ((z +1)°f(2))' = lim CESVEE: -

Es folgt

/ e o (& N (e T
LG DEr 2y 20 36 ) T 10 18e )

(iii) Sei f: C\{1} — C, f(z) = eT=. Dann ist f holomorph auf C\{1} und es gilt 1 € int(7,).

Nach dem Residuensatz ist daher
/ e dz = / f(z)dz = 2mires(f;1).
Y2 Y2

Die Funktion f hat in 1 eine wesentliche Singularitdt. Um res(f;1) bestimmen zu kénnen,

bestimmen wir die Laurentreihe von f. Fiir z # 1 gilt

. Y ) o -1 k_—1 00
f(z) =ers = T — e lem T = %&—1)"“— > ar(z =1,

k=0 k=—o00




wobei (ay)rez C C durch

0 fiir k > 0,

CLe— fir k<0

ar ‘=

definiert ist. Da res(f,1) = a_; gilt, folgern wir res(f,1) = —e~! und damit

_Z -
/ e dz = —2mie L.
2

(iv) Sei f: C\{27k: k € Z} — C, f(2) = =Z=. Dann ist f holomorph auf C\{27k: k € Z} und

et*—1"

es gilt {2nk: k € Z} Nint(y4) = {0}, d.h., nur die Singularitét zp := 0 liegt im ,, Inneren*

von 7;. Nach dem Residuensatz ist daher

/61»22_1(12:/f(z)dzz%rz’res(f;()).

Die Funktion f hat in 0 eine hebbare Singularitit, denn

. 1 1 1 ,
= lim, 05— g€ ‘z:() t

Insbesondere ist fiir hinreichend kleines e > 0 die Funktion f auf U (0) beschrénkt, sodass
nach Satz 22.14 f eine hebbare Singularitdt in 0 hat. Nach Satz 22.16 gilt also res(f;0) =0

und damit

/71 6izz_ . dz = 2mires(f;0) = 0.

Aufgabe 77 (Ubung)

In dieser Aufgabe wollen wir fiir n € N, n > 2, den Wert des uneigentlichen Integrals

< 1
/ dx
0 1+x"

mit Hilfe des Residuensatzes bestimmen. Hierzu betrachten wir die holomorphe Funktion f: G —

C, f(2) = 175 auf dem Gebiet G := {z € C: 1+ 2" # 0}. Ferner setzen wir w := en und

betrachten fiir jedes R > 1 die Wege

~ 2
m.r(t) =t, t €0, R], Yo.r(t) := Re", te€ [O, %} ) v.r(t) == tw? t €0, R].

a) Zeigen Sie res(f;w) = n~tw= ™Y,

b) Zeigen Sie

/ f(z)dz — 0 (R — o).

¢) Fir R > 1 betrachten wir den einfach geschlossenen Weg vg := 71 r + V2. + V3R Wenden
Sie den Residuensatz auf fm f(z)dz an und fiihren Sie den Grenziibergang R — oo durch.

<1 w/n
/0 1+x”dx_sin(7r/n)'

Folgern Sie




Losungsvorschlag:

a)

Da das Polynom z +— 1 + 2" in w nur eine einfache Nullstelle hat, hat f in w einen Pol der
Ordnung 1. Nach Aufgabe 75 a) muss daher

res(f;w) = lim (2 — w) f(z)

Z—w

sein. Nach der geometrischen Summenformel gilt fir z € G

Z—w z—w zZ—w 1
(Z - U))f(Z) = n = n n = n—1 _p 11—k - n—1 _p —1-k’
L+z oW (2 —w) 3 _j—p 2w ko ZW" T
sodass
(i) = lim (= — w)f(2) = } T e
res(f;w) = lim (z — w) f(z) = lim S L kgt S kne1k =

Sei Mp := SUD,cspur(s o) |f (2)]- Dann gilt nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

1 _ 1
|[Rremt +1] = Rr — 1

Mr= sup |f(z)|= sup
z€Spur(v2,r) te[O,%’(]

Da L(72,z) = 2ZR gilt, erhalten wir aus Satz 22.5

/72’12 f(z)dz

Nach dem Residuensatz gilt

< Mg - L(y,r) <

a) 271

/7 (2)d = 2rives(fi) 2

T fiir alle R > 1. (1)

Wir untersuchen nun die linke Seite obiger Gleichung, also fm f(2)dz genauer. Fiir jedes
R > 1ist

LRf(Z)dz:/vl’Rf(z)dzﬂL/w’Rf(z)dz_i_ f(2)dz

NEW:

:/M £(2) dz+/m £(2) dz—/m () d=.

f(z)dz—/R;uﬂdtw— w2/R ! dt—wQ/ f(z)dz
Y3,R 0 1+ <tw2)n 0 L+t Y1,R ’

folgern wir aus (2)



Aus Aufgabenteil b) und (1) folgt daher
1 2
(1 —w?) f(z)dz
Y1,R

i) [ e = i
2 fim (1— w2)/ f(z)dz —|—/ f(z)dz
Rmoo V1,R V2,R
= lim / f(z)dz @ 27:._1.
Roo ). nw
Wir folgern
/°° 1 dp — 2im/n _ /n w=—1 w/n
o l+am (1 —w)wr  wr(w=! —wh)/(2i) sin(r/n)’
= (" — e7™)/(2i), z € R, verwendet

wobei wir im letzten Schritt die Eulerformel sin(z)

haben.
. Ferner nehmen wir an, dass

Aufgabe 78 (Tutorium)
a) Fiir zwei Polynome P,Q € C[z,y| in zwei Variablen und mit komplexwertigen Koeffizien-
P
Q

ten betrachten wir die gebrochenrationale Funktion R :=
Q(x,y) # 0 fiir alle (z,y) € R? mit 2% + y? = 1 gilt, und definieren die Funktion

h: [0,27] — R, h(t) = R(cos(t), sin(t)).
(5 ) ().

Sei aulerdem
f:C\(H;UP) = C, f(z) = (z+
wobei H; die Menge der hebbaren Singularitéiten und Py die Menge der Polstellen von f

/0 7rh(t) dt = QWZres(f; z),

bezeichnen. Zeigen Sie:
zEN

2T

1
dt = .
a?—1

wobei N := PN U;(0) die Menge der in U;(0) liegenden Polstellen ist
b) Sei a > 1. Zeigen Sie
2m
/0 a + sin(t)

P(z)

Q(2)

mit Polynomfunktionen ﬁ, @: C — C gilt. Die
(endlich vielen) Nullstellen von @) sind genau die isolierten Singularitiaten von f, die entweder

Losungsvorschlag:

a) Man macht sich schnell klar, dass f(z) =



hebbare Singularitéten oder Polstellen sind. Damit ist f holomorph auf C\(Hy U Py). Sei
nun v(t) := e, t € [0,27]. Nach dem Residuensatz gilt dann

/f(z) = 27 Z res(f;z) = 2mi Z res(f;z) = 27?2'Zres(f;z), (3)
v z€(HyUPy)NU1(0) z€PyNU1(0) z€N

wobei die zweite Gleichung daher folgt, dass res(f;z) = 0 fiir alle hebbaren Singularitéten
z € Hy gilt (vgl. Satz 22.16). Fiir die linke Seite der obigen Gleichung gilt

eit

JECEE raoy - [ T g (G e gt = e )it

—i /0 " R (cos(t), sin(t)) dt = i /0 " he)

(man beachte, dass h stetig ist auf Grund der Voraussetzung Q(z,y) # 0 fiir 2% + y? = 1,
womit das Integral f027r h(t) dt wohldefiniert ist). Setzen wir dies in (3) ein und teilen durch

1, erhalten wir die gewiinschte Identitét

27
/ h(t)dt = QWZres(f; ).
0 zeN
b) Sei a > 1. Wir setzen P(z,y) := 1, Q(z,y) := a+y und R := 5 Sind (z,y) € R? mit
r? +y* = 1, so folgt |y| < 1 und damit |Q(z,y)| > a —|y| > a—1 > 0, also Q(z,y) # 0.
Nach Aufgabenteil a) gilt also

o 1 2
/O mdt:/o h(t)dt:27TZreS(f;Z)7

zeN

—_

1
c+D.a(-1) zatg(e-1) e+iE-1) Q)
Nun gilt Q(z) = 0 genau dann, wenn 22+ 2iaz — 1 = 0, also z = 2y := i(—a + v/a? — 1) oder
z =z = i(—a — va?> — 1). Man verifiziert schnell, dass nur z, in U;(0) liegt und dass f in

2o einen Pol erster Ordnung hat, womit nach Aufgabe 75 a)

_1P( (Z+%)é(z—%)) 1 1

. . 2= 2 ) Z— 2 21 1
res(f;zp) = lim (2 — 2 z) = lim — = lim = = :
(f 0) z—>zo( 0)f( ) 25570 Q(Z) 220 2%(,2 — Zo)(z — Zl) 20 — 21 a2 —1

Damit erhalten wir

2m 1
/ ————dt = 27res(f; 20) =
0

a + sin(t) a2 —1

Aufgabe 79 (Ubung)

a) Sei w € C\{0}. Zeigen Sie, dass fiir jedes r > 0 die Gleichung e* = w unendlich viele
Losungen z € C mit |z| < r besitzt.



b)

c)

Sei G C C ein Gebiet mit U;(0) € G. Beweisen Sie: Ist f € H(G) und |f| konstant auf
0U1(0), f jedoch nicht konstant auf G, so besitzt f mindestens eine Nullstelle in G.

Berechnen Sie alle Logarithmen von ¢ — 1 sowie alle zwolften Wurzeln von 1.

Loésungsvorschlag:

a)

Seien w € C\{0} und r > 0. Nach Satz 22.20 gibt es unendlich viele Losungen u € C der

Gleichung e" = w, ndmlich
u = log(|w|) + tArg(w) + 2kmi, ke Z.

Daher sind z := i € C, k € Z\{0}, Losungen der Gleichung e'/* = w (hierbei schliefen
wir den Fall £ = 0 aus, da dann uy = 0 ist, falls w = 1 ist). Wir miissen nur noch zeigen,

dass unendlich viele dieser z; die Bedingung |z;| < r erfiillen. Da aber
lug| > | Imuy| > |2k7| — |Arg(w)| > 2|k|m — 7 = (2|k| — )7 — o0 (|k] = o0),
folgern wir
1
|zl = — — 0 (|k] — o0).
||

Daher muss es ein ko = ko(r) € N geben, sodass |z;| < r fiir alle |k| > ko gilt. Fir alle k € Z
mit |k| > ko gilt dann

|z <r und el/# = .

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Sei G C C ein Gebiet mit U;(0) C G. Sei ferner f € H(G) und |f| konstant auf 0U,(0), f
jedoch nicht konstant auf G. Wir miissen nun zeigen, dass f mindestens eine Nullstelle in G
besitzt.

Wir beweisen die Aussage per Widerspruch: Dazu nehmen wir an, dass f nullstellenfrei wére,
d.h., f(2) # 0 fiir alle z € G. Dann wére die Funktion

1
g: G—>C, g(Z):m
holomorph auf G. Daher miisste nach dem Maximumsprinzip (MP)
. (MP) .
min_[£(2)| - (m() |g<z>|) O (e 10)) = min FGL @

Nach Voraussetzung gilt aber f(z) = ¢ fiir alle z € 9U;(0) und eine Konstante ¢ € C. Wir
folgern fiir alle w € U;(0)

F)| > min [f(z)] 2 min [f(z)] =] ()

z€U1(0) 2€0U1(0)




Wenden wir andererseits das Maximumsprinzip auf f an, so folgern fiir fiir alle w € U;(0),

dass

[Fw)] < max |£(2)] "2 max [f(2)] = |e] (6)

z€U1(0) z€0U1(0)

Aus Gleichungen (5) und (6) erhalten wir, dass

|f(w)| = ¢ fur alle w € U;(0),

d.h., |f| ist konstant auf U;(0). Nach Aufgabe 67 b) muss dann schon f selbst konstant auf
U1(0) sein. Da G ein Gebiet ist, muss nach dem Identitédtssatz f auf ganz G konstant sein,

im Widerspruch zur Annahme. Folglich muss f eine Nullstelle in G haben.

c) Da log(]i — 1) = log(v/2) und Arg(i — 1) = 2F, sind nach Satz 22.20 alle Logarithmen von
¢ — 1 durch

3
wk—\/i—i-i(%—l—ka), ke Z,
gegeben. Alle zwolften Einheitswurzeln sind nach Satz 22.20 durch
2p = V1 = eiArg(ll);%r = ei%w k=0,...,11.

Mit der Eulerformel e = cos(t)+isin(t), t € [0,27], und den bekannten Werten von cos (£¢)
bzw. sin (%”), k =0...,11, ergeben sich hieraus die Wurzeln +1, +i, ‘/73 + i%, V3 4
R

Aufgabe 80 (Tutorium)

a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f, g, h € H(U;(0)\{0}) den Typ der isolierten
Singularitéit zo := 0:
2

) £() =250 g = — (i) hz) = e,

cos(z) — 1’

b) Bestimmen Sie jeweils das Maximum und das Minimum des Betrages der folgenden Funk-

tionen auf der Menge Uy (0).

(i) fi(2) = e, (ii) fo(2) = 22 +iz + 1, (ii1) fa(2) =3 — |2

Losungsvorschlag:

a) (i) Mit Hilfe der Potenzreihendarstellung des sin ldsst sich die Laurentreihe von f; mit

Entwicklungspunkt 2y = 0 bestimmen. In der Tat, fiir z # 0 gilt

fi(z) = zQiﬂz%Jﬂ _ iﬂzzkl 1 n 2 (=1)kH! 2k
T k) = (2k+ 1) Tz 2k +3)°

k=0
Nach Satz 22.16 hat f; einen Pol der Ordnung 1.



(ii) Nach der Potenzreihendarstellung des cos gilt fiir z # 0

B 22 1

- oo (=1)k
pIya ((2k)

- oo (=1)k _
I ((%) 5 2k—2
Damit muss fiir hinreichend kleines ¢ > 0 die Funktion ¢ beschrénkt sein auf U.(0),

g(2) — =2 (z —0).

)!

sodass nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz (Satz 22.14) g eine hebbare Singularitét
in zg = 0 hat.

(i) Wir zeigen, dass fiir jedes n € Ny

ll_I)I(lj 2"h(z)
nicht existiert. Nach Satzen 22.14 und 22.15 muss dann h eine wesentliche Singularitét in
zo = 0 haben. Sei also n € Ny. Da cos(it) = cosh(t) und cosh(t) = (' +e7") > 1et > £t
fiir alle t € R gilt, haben wir

1th(it)] = [t]7e U > grezltl ™ — 00 (£ — 0),

womit lim, ,o 2"h(2) nicht existieren kann. Also muss zy = 0 eine wesentliche Singula-

ritdt von f sein.

(i) Die Funktion f; ist holomorph auf C. Nach dem Maximumsprinzip (MP) gilt daher

(MP)
max z = max Z)|.
zeUl(O)Ul( )| L 1(O)Ul( )|

Da fi(z) # 0 fur alle z € C gilt, kénnen wir das Maximumssprinzip (MP) auf die

holomorphe Funktion g; := 1/f; anwenden, sodass wir das ,,Minimumsprinzip “

min_|f,(:)| = <max|gl<z>|> " (a ln)) = _min 15(2)

2€U,(0) 2€01(0) 2€0U1 ( 2€0U1(0)
erhalten. Fiir z = x + iy € U (0) gilt 2% + y? = 1, sodass

|f1(Z)| — eRez2 _ emQ—y2 _ 61—2y2‘

Daher ist
_ _ 1-2y2 _
max zZ)| = max Z)| = max e =e,
Z€U1(0)|f1< )| zeaUl(o)’fl( )| Dhax
. - . o . 1—2y2 |
min Z)| = min Z)l= min e =e .
zgwmlfl( )| Zeaul(m’fl( )| nin

(ii) Mit Hilfe der pg-Formel rechnet man schnell nach, dass die Nullstellen von f5 in zg :=
i (#) und z; ;=1 (%) liegen. Da zy € U;(0) gilt, folgt sofort

min | fa(z)| = 0.

z€U1(0)

Wir wenden uns nun dem Maximum von | f5| auf U;(0) zu. Da f; holomorph auf C ist,

folgt aus dem Maximumsprinzip

it
max Z)| = max z)l = max e —: max ¢ : 7
zerf1<o>|f2< 1= g 1502 = e [fo(eD)] = max g:(0) (™)




wobei wir go(t) := | f2(e")|, t € [0, 27] definiert haben. Wir berechnen fiir ¢ € [0, 27|

gg(t) — |6i2t —|—Z‘€it + 1|2

= [cos(2t) —sin(t) + 1]° + [sin(2¢t) + cos(t)]?

= [cos?(t) — sin®(t) — sin(t) + 1] g [2sin(t) cos(t) + cos(t)]?
= [2cos?(t) — sin(t)] 1 [2sin(t) + 1) cos®(¢)
= [4cos*(t) — 4 cos*(t) sin(t) + sin®(t)] + [4sin®(t) cos*(t) + 4sin(t) cos*(t) + cos®(t)]
= 4cos’(t) [cos®(t) + sin®(t)] + 1 = 4 cos®(t) + 1,
wobei wir die Eulersche Identitét e = cos(t) + isin(t), t € [0,27], und die Additions-
theoreme fiir den Sinus und Kosinus angewendet haben.
Wir folgern also go(t) = y/4cos?(t) + 1, t € [0,2x]. Da cos?([0,27]) = [0, 1] gilt, sehen

wir sofort, dass v/5 das Maximum von g, ist (dieses wird in den Punkten ¢ € {0, 7, 27}

angenommen). Aus (7) folgt nun

max |fo(z)| = max go(t) = V5.
2€U7(0) t€[0,2m]

(iii) Die Funktion f3 ist nicht holomorph, da sie reellwertig und nicht konstant ist (vgl.
Aufgabe 67 b)). Somit ist das Maximumsprinzip nicht anwendbar. Fassen wir jedoch
U1(0) als Teilmenge des R? auf, sehen wir, dass f3 rotationssymmetrisch zum Ur-
sprung ist: Die Funktion h: [0,1] — [0,00), h(r) = 3 — r?, ist monoton fallend, sodass
max,cjo1] h(r) = h(0) = 3 und min, ¢ h(r) = h(1) = 2 gilt. Da f3(2) = h(|2]) fiir alle

z € Up(0) gilt, erhalten wir daher

max |f3(z)| = max h(]z]) = max h(r) = h(0) = 3

z€U1(0) z€U (0) r€[0,1]

und genauso

min |f3(z)| = min A(]z]) = min A(r) = h(l) = 2.

2€U1(0) 2€U;(0) r€[0,1]



