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14. Ubungsblatt

Aufgabe 81 (Ubung)

Berechnen Sie die Fouriertransformierte F f der folgenden Funktionen f: R — C.

) £(z) = ae, DI =
B . _ Jeos(z) firze [-F, 5],
)@= ey V@)= 0 sonst.

Aufgabe 82 (Ubung)
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a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f: R — R, f(x) = e~z mit Hilfe des Cauchy-
2

schen Integralsatzes. Betrachten Sie hierfiir die holomorphe Funktion F(z) = e~ 7, z € C,
und fiir R > 0 und § > 0 den einfach geschlossenen Weg Ve r == 71 e r+ 726 R+ V3¢ r T Vaers

wobei
mer(t) =t te€[-R,R], Y2.er(t) =R+t t €]0,¢],
Yaer(t) =t+i, t € [-R,R], uer(t):=—-R+i te€]0,{.
Gehen Sie in folgenden Schritten vor:

(i) Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes, dass fiir jedes R > 0 und £ > 0

[ s - </ fades [ F@d- [ RO dz) e

(ii) Zeigen Sie limp o fv%R F(z)dz = limp_e0 f%w F(z)dz = 0 fiir jedes £ > 0.
(iii) Fiihren Sie mit Hilfe von b) den Grenziibergang R — oo in (1) durch und folgern Sie

f(&) =vore 2, e>0.

(iv) Zeigen Sie, dass die Identitdt in (iii) auch fiir £ < 0 gilt.

b) Berechnen Sie OOO Si“;(z) dz mit Hilfe des Satzes von Plancherel.

. . . . . . . 1 firze [_17 1]7
Hinweis: Man erinnere sich an die Fouriertransformierte von f(z) :=
0 sonst.



Aufgabe 83 (Ubung)

In dieser Aufgabe wollen wir die Eigenwerte der Fouriertransformation F bestimmen, d.h., jene

A € C, fiir die es eine absolutintegrierbare Funktion f # 0 gibt mit
f=Af.

a) Seien f und f absolutintegierbar. Zeigen Sie f(z) = 27 f(—x) fiir alle z € R.

Hinweis: Inversionsformel.

b) Seien « := /27 und A € C ein Eigenwert von F. Folgern Sie aus a), dass dann \ €

{a, —a, i, —iav} ist.

c) Sei wieder o := v/27. Zeigen Sie, dass {«, —a, i, —ia} die Menge der Eigenwerte von F ist.
2 2
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Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen e~z ,ze~ 7, (a + br?)e™ 7, (cx + do’)e™ 7 fiir ge-

eignete a,b,c,d € R.

Aufgabe 84 (Ubung)
In dieser Aufgabe betrachten wir die Warmeleitungsgleichung: Fiir ug: R — R sei u: Rx [0, 00) —

R eine Losung der partiellen Differentialgleichung

Owu(x,t) = Pu(x,t), zeRt>0, @)

u(z,0) = uy, z € R.

Wir nehmen an, dass fiir jedes feste ¢ > 0 die Funktionen dyu(-,t), d*u(-,t), k < 2, und uy absolu-
tintegrierbar sind'. Ferner nehmen wir an, dass d; und F kommutieren, d.h., dass F(dyu(-,t))(£) =
Oy F (u(-,1))(€) fitr alle £ € R und ¢ > 0 gilt.

a) Fir jedes £ € R sei ve: [0,00) = R, ve(t) = F(u(-,t))(&). Zeigen Sie mit Hilfe der Fourier-
transformation, dass ve folgendes Anfangswertproblem 16st:

—§2U£(t), t > 0,

ve(0) = 1o (0).
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b) Bestimmen Sie v fiir jedes { € R.
Hinweis: §12, HM 1.

¢) Zeigen Sie mit Hilfe von b), dass
u(z,t) = (K * up)(x) fir alle x € R und ¢ > 0,
gilt, wobei fiir ¢t > 0
1 2

KR - R Ky(x) = \/ﬁe_%t.

'Fiir eine Funktion w: R x [0,00) — R und einem festen ¢ € [0,00) bezeichnen wir mit w(-,t) die Funktion R — R,

x = w(z,t).



