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14. Übungsblatt

Aufgabe 81 (Übung)

Berechnen Sie die Fouriertransformierte Ff der folgenden Funktionen f : R→ C.

a) f(x) = xe−|x|, b) f(x) =
1

x2 + 4x+ 5
,

c) f(x) =
x

x4 + 2x2 + 1
, d) f(x) =

cos(x) für x ∈
[
−π

2
, π
2

]
,

0 sonst.

Aufgabe 82 (Übung)

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f : R→ R, f(x) = e−
x2

2 mit Hilfe des Cauchy-

schen Integralsatzes. Betrachten Sie hierfür die holomorphe Funktion F (z) = e−
z2

2 , z ∈ C,

und für R > 0 und ξ > 0 den einfach geschlossenen Weg γξ,R := γ1,ξ,R+γ2,ξ,R+γ−3,ξ,R+γ−4,ξ,R,

wobei

γ1,ξ,R(t) := t, t ∈ [−R,R], γ2,ξ,R(t) := R + it, t ∈ [0, ξ] ,

γ3,ξ,R(t) := t+ iξ, t ∈ [−R,R], γ4,ξ,R(t) := −R + iξ, t ∈ [0, ξ] .

Gehen Sie in folgenden Schritten vor:

(i) Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes, dass für jedes R > 0 und ξ > 0∫ R

−R
f(x)e−ixξ dx =

(∫ R

−R
f(x) dx+

∫
γ1,ξ,R

F (z) dz −
∫
γ4,ξ,R

F (z) dz

)
e−

1
2
ξ2 . (1)

(ii) Zeigen Sie limR→∞
∫
γ2,ξ,R

F (z) dz = limR→∞
∫
γ4,ξ,R

F (z) dz = 0 für jedes ξ > 0.

(iii) Führen Sie mit Hilfe von b) den Grenzübergang R→∞ in (1) durch und folgern Sie

f̂(ξ) =
√

2πe−
1
2
ξ2 , ξ > 0.

(iv) Zeigen Sie, dass die Identität in (iii) auch für ξ ≤ 0 gilt.

b) Berechnen Sie
∫∞
0

sin2(x)
x2

dx mit Hilfe des Satzes von Plancherel.

Hinweis: Man erinnere sich an die Fouriertransformierte von f(x) :=

1 für x ∈ [−1, 1],

0 sonst.



Aufgabe 83 (Übung)

In dieser Aufgabe wollen wir die Eigenwerte der Fouriertransformation F bestimmen, d.h., jene

λ ∈ C, für die es eine absolutintegrierbare Funktion f 6= 0 gibt mit

f̂ = λf.

a) Seien f und f̂ absolutintegierbar. Zeigen Sie
ˆ̂
f(x) = 2πf(−x) für alle x ∈ R.

Hinweis: Inversionsformel.

b) Seien α :=
√

2π und λ ∈ C ein Eigenwert von F . Folgern Sie aus a), dass dann λ ∈
{α,−α, iα,−iα} ist.

c) Sei wieder α :=
√

2π. Zeigen Sie, dass {α,−α, iα,−iα} die Menge der Eigenwerte von F ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen e−
x2

2 , xe−
x2

2 , (a + bx2)e−
x2

2 , (cx + dx3)e−
x2

2 für ge-

eignete a, b, c, d ∈ R.

Aufgabe 84 (Übung)

In dieser Aufgabe betrachten wir die Wärmeleitungsgleichung: Für u0 : R→ R sei u : R×[0,∞)→
R eine Lösung der partiellen Differentialgleichung∂tu(x, t) = ∂2xu(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0, x ∈ R.
(2)

Wir nehmen an, dass für jedes feste t > 0 die Funktionen ∂tu(·, t), ∂kxu(·, t), k ≤ 2, und u0 absolu-

tintegrierbar sind1. Ferner nehmen wir an, dass ∂t und F kommutieren, d.h., dass F(∂tu(·, t))(ξ) =

∂tF(u(·, t))(ξ) für alle ξ ∈ R und t > 0 gilt.

a) Für jedes ξ ∈ R sei vξ : [0,∞) → R, vξ(t) = F(u(·, t))(ξ). Zeigen Sie mit Hilfe der Fourier-

transformation, dass vξ folgendes Anfangswertproblem löst:v′ξ(t) = −ξ2vξ(t), t > 0,

vξ(0) = û0(0).

b) Bestimmen Sie vξ für jedes ξ ∈ R.

Hinweis: §12, HM I.

c) Zeigen Sie mit Hilfe von b), dass

u(x, t) = (Kt ∗ u0)(x) für alle x ∈ R und t > 0,

gilt, wobei für t > 0

Kt : R→ R, Kt(x) =
1√
4πt

e−
x2

4t .

1Für eine Funktion w : R × [0,∞) → R und einem festen t ∈ [0,∞) bezeichnen wir mit w(·, t) die Funktion R → R,
x 7→ w(x, t).


