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14. Ubungsblatt

Aufgabe 81 (Ubung)

Berechnen Sie die Fouriertransformierte F f der folgenden Funktionen f: R — C.

1
= el b - -
2) f(z) = v ) @) = e
x cos(z) firze [-3,Z],
o) flo) =G5 d)fla)= v
xt +27° + 1 0 sonst
Losungsvorschlag:

Wir vereinbaren die folgende Notation (die wir auch fiir die anderen Aufgaben dieses Ubungsblattes

verwenden): Ist f: R — C absolutintegrierbar, so definieren wir

fi€) = 0 PN (-9 = 5T = 5= [ sw)ean, cer

1
o

Man beachte, dass f(£) = 27rf(—§) fiir alle £ € R gilt. Die Inversionsformel (Satz 23.7) lasst sich
dann kompakter aufschreiben: Sind f als auch ihre Fouriertransformierte fabsolutintegrierbar,

so gilt
flz) = f(x) firalle xz € R.
Weiterhin definieren wir fiir Aufgabenteile a), b) und c) die Funktion
g: R =R, g(z) =e .

Nach S.169, Vorlesungsmanuskript, ist g absolutintegrierbar und es gilt

2

3

a) Per Definition von f gilt f(z) = zg(z) fiir alle z € R. Weiterhin ist f absolutintegierbar (in
der Tat: Fiir b > 0 folgt mit partieller Integration

b b b
/ |f(z)|dx = / xe Tdx = [—xe’x]g + / e dr=—(b+1e’+1
0 0 0



und daher fir a <0< b

b |al b
/ If(:v>|dx:/ a:e‘””das+/ ze " dz =2— (b+1)e™” — (|a| + 1) — 2
a 0 0
fiir a - —oo und b — o0o. Damit ist

/00 |f(z)]dz =2 < oo,

womit f absolutintegrierbar ist.). Nun folgt aus Satz 23.4
(&) =7g(6) = i(~izg)(©) 2 i@ (©) = ~ e
Es ist

- = 59 +2) = 5(7-29)(2), €R,
2+4x+5  (v+2)2+1 29(x+ ) 2(7 29)(x) z

fz) =

wobei fir b € R (mg9)(z) := g(x — b) die Translation von g um b bezeichnet. Nun ist g
absolutintegierbar, da
& ~ b 1 £=b T T
/_oo 1g(&)] € = 2(%1111007/& redﬁ =2 lim [arctan(§)];_, = 5= <—§> =7 < 00.
—00

a——00,
b—o0

Daher diirfen wir die Inversionsformel (IF) (vgl. Satz 23.7) auf g anwenden und erhalten

zusammen mit Satz 23.4

-~ =\ 234 o A io¢ X (IF) i 26—
2f(€) = T2g(€) = €™ G(6) = 2me’™ - g(—€) = 2meg(—€) = 2meFe M, £eR.
Es folgt
fl§) =me T ceR
Es ist
T T 1d 2 1.,
o) = el - (v i (1+x2) g @, we
Weiter ist wegen
1 |z 1.
<1

und der Absolutintegrierbarkeit von g (vgl. Aufgabenteil b)) die Funktion f nach Satz 23.1

absolutintegrierbar. Somit ist nach Satz 23.4 und der Inversionsformel (IF)

-~ 1 ~ 23.4 25 R 271”Lf >

JO==37@G006= —7F @) &) =-—9(=¢)
Bemerkung: Alternativ kann man mit Hilfe von Aufgabenteil a) argumentieren: Ist fi(x) :=
re 1l x € R, die Funktion aus Aufgabenteil a), so gilt ﬁ(az) = —4if(x) und damit mit der

Inversionsformel (IF)

(IF) 4T -lél

556 ¢ eR.

~ 1 X (IF) &7 I, g

F&) =2nf(—6) = = fi(—6) = S fi(=6) = ——=¢€ ¥, ¢ceR.



d) Man kann die Fouriertransformierte von f direkt mit Hilfe der Definition (und der Eulerschen
Formel) nachrechnen. Stattdessen wollen wir aber mit Hilfe von Satz 24.4 die Berechnung
der Fouriertransformierten auf eine Funktion A zuriickfithren, deren Fouriertransformierte

wir bereits kennen. Sei hierfiir

1 zel-1,1],
h:R— R, h(z) =
0 sonst.
Setzen wir a := (5)~! und hy(x) := h(ax), so sehen wir, dass f(z) = cos(z)hq(z) fiir alle

x € R gilt. Nach Beispiel (2) auf S.170, Vorlesungsmanuskript, Satz 23.4 und der Eulerschen
Formel (EF) cos(z) = (™ + ™), x € R, ist daher fiir & ¢ {—1,1}

o~ ) —_—

2(6) D G ha(€) + T hal€) TRl 1)+ Rule 4 1) R [ﬁ (5 . 1) +h (H 1)}

a a

@ 1 [2sin(( —1)/a) N 2sin((€ + 1)/a)1 _ 2sin((§ —1)/a) N 2sin((€+1)/a)
al (§-1)/a (€+1)/a §—1 (€+1)
(x) —2 cos(&/a) N 2cos(é/a) _ 4cos(&/a) _ 4 cos(m€/2)
§—1 €+1) 1-¢ 1-&

Hierbei haben wir in () die Identitéten sin(z 4 7) = cos(x) und sin(r — §) = — cos(x),

r € R, benutzt. Fiir £ = 1 erhélt man genauso
~ ~ ~ 1 ([~ ~(2\]| @1
2f(1) = ha(0)+he(2) == |R(0O)+h(=)| =-[240 =7
und analog fiir £ = —1
2f(—-1) = .

(Alternativ kann man z.B. auch f(41) mit Hilfe der Regel von de L’Hospital bestimmen, da
]?nach Satz 23.3 stetig ist: Dann erhalten wir

Sy D . 4cos(ng/2) . —2msin(r{/2)
20 % 2l = =y e = e

~

Analog kann man auch 2f(—1) = 7 zeigen.). Insgesamt folgt also

R 2 cos(m€/2) fiir |§| ?é 1’
fley=¢
3 fiir £ = +1.

Aufgabe 82 (Ubung)

22

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f: R — R, f(z) = e~ = mit Hilfe des Cauchy-
22

schen Integralsatzes. Betrachten Sie hierfiir die holomorphe Funktion F'(z) = e~ 7, z € C,

und fiir R > 0 und £ > 0 den einfach geschlossenen Weg v¢ r 1= 71,6 +Y2.6, R T V3. Vag ro

wobei
71157R<t) = ta te [_R7 R]7 72,§7R(t> =R+ Zt’ te [075] 3
")/375713(15) =1+ Zf, t e [—R, R], ")/475,1:{(25) =—R + Zf, t e [0,5] .

Gehen Sie in folgenden Schritten vor:



(i) Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes, dass fiir jedes R > 0 und £ > 0

/Zf(x)e_img doz = (/Zf(x) dz + /71,5,1% F(z)dz - [Y%R F(z) dz) i @

(ii) Zeigen Sie impg o0 fv%R F(z)dz = limg_s fw,s,R F(z)dz = 0 fiir jedes £ > 0.
(iii) Fiihren Sie mit Hilfe von b) den Grenziibergang R — oo in (1) durch und folgern Sie

&) =Vome 2, £>0.

(iv) Zeigen Sie, dass die Identitét in (iii) auch fur £ < 0 gilt.

b) Berechnen Sie f;* Sin;(z) dz mit Hilfe des Satzes von Plancherel.

. . . . . . . 1 firze [_17 1]7
Hinweis: Man erinnere sich an die Fouriertransformierte von f(z) :=
0 sonst.

Loésungsvorschlag:

a) (i) Da F holomorph auf ganz C ist, gilt fir jedes R > 0 und £ > 0

0:/ F(z)dz:/ F(z)dz—i—/ F(z)dz—/ F(z)dz—/ F(z)dz
VE,R 71,¢,R 72,¢,R 73,¢,R Y4,¢,R

_ /_ I; f(x)de + /W RS /_ i Flo+i€) de - /7 FG)

Umstellen obiger Gleichung liefert

/_i F(z +i€) dz = /_Z Jlw)de + /” Fle)de - /u s ?

Das Integral auf der linken Seite ist aber

R R z+i€)? R 221 9ipe—¢2 2 R )
[ rerigie= [ o ars [ ot oot [ e an
- —R

-R -R R

2
sodass durch Einsetzen in (2) und Multiplikation mit e~ die gewiinschte Gleichung
R . R »
/ f(x)e ™ dx = / f(z)dz + / F(z)dz — / F(z)dz | e3¢
—R -R Y1,¢,R Y4,¢,R

(ii) Da Re(z) = R fiir alle z € Spur(ys,¢,r) gilt, ist

folgt.

Mg g = sup |F(2)] = sup e 2 =e 2
z€Spur(yz2,¢,R) z€Spur(y2,¢,R)

und damit nach Satz 22.5

/ F(z)dx
V2,6,R

F(z)dz = 0. Analog zeigt man limpg ., fm o

22.5 2
< M27§'7R . L('727§7R) = G_RT g — 0 (R — OO)

Somit ist limp_,e0 . F(z)dz=0.

V2,6,R



(iii) Fithren wir den Grenziibergang R — oo in (1) durch, erhalten wir unter Anwendung

= lim / f(x)e ™ dz O (/ f(z dx—i—/ dz—/ F(z) dz) e
R—o0 RHOO
Y1,6,R Y4,6,R
o0 2 2
:(/ f(x)dx—i—O—O) e’%:\/Qﬂe’%,

wobei die letzte Gleichung aus

o0 oo ;):2 oo 2y2 o0 )
/f(l’)dl':/ €2d$=\/§/ e(c)dyz\/ﬁ/ e ¥ dy = V2.

folgt.

von b)

=

(iv) Die Identitdt stimmt offensichtlich fiir £ = 0, da in diesem Fall

:/Zf(x)dx:\/ﬁ

gilt. Da f gerade ist (d.h., f(—z) = f(x) fur alle z € R), ist fes ebenfalls, denn mit
der Substitution x — —x folgt

- / h fz)e™ do = / h F—z)elmE g T 8L / h flx)e ™ da = F(€)

fiir alle ¢ € R. Also haben wir auch fiir £ < 0

7O = Fl—6) @ Vame %

Es folgt f(¢) = v2me~ 7 fiir alle £ € R.

b) Sei

[TR—=R f(x)= L zel-11]

0 sonst.

Nach Beispiel (2) auf Seite 170, Vorlesungsmanuskript, gilt dann

27@ fiir £ # 0,
2 fiir £ = 0.

f() =
N2
Da ( f) absolutintegrierbar ist, folgt daher aus dem Satz von Plancherel (Satz 23.9)

> sin?(¢) 27 1 (% 939 2m [ . ! B
| = dé“fz-% iforac 2 [ iwrar=7 [ ar=x

00 1

Da die Funktion £ +— = ( gerade ist, folgt schliefflich

Csin’(§) 1 [Csin®(§) o7
/0 &2 d§_2/oo % =3




Aufgabe 83 (Ubung)

In dieser Aufgabe wollen wir die Eigenwerte der Fouriertransformation F bestimmen, d.h., jene

A € C, fiir die es eine absolutintegrierbare Funktion f # 0 gibt mit
f=Xf.

a) Seien f und f absolutintegierbar. Zeigen Sie f (x) = 2n f(—x) fir alle z € R.

Hinweis: Inversionsformel.

b) Seien o := /27 und A € C ein Eigenwert von F. Folgern Sie aus a), dass dann \ €

{a, —a,ia, —ia} ist.
c¢) Sei wieder o := +/27. Zeigen Sie, dass {«, —a, i, —ia} die Menge der Eigenwerte von F ist.
2 2 2

Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen e~ =, ze™ 7, (a + bx?)e” 7, (cx + da)e” 7 fiir ge-

eignete a,b,c,d € R.

Losungsvorschlag:

Im Folgenden sei stets a := /2.

a) Seien f und f absolutintegierbar. Nach der Inversionsformel (IF) gilt dann

~
~

() = 27 f(~2) ‘2 2 f(—2)
fur alle z € R.

b) Sei A € C ein Eigenwert von F. Dann gibt es eine absolutintegrierbare Funktion f # 0 mit

f = Af. Wir definieren f~(z) := f(—=z) fir € R. Offensichtlich ist dann (f~)” = f. Aus
Aufgabenteil a) folgt daher

Nf =7 =7 (F) Lonr) 2 2np (1) =l
Da f # 0 ist, muss A\* = o sein. Hieraus folgt \ € {a, —«, i, —icr}.

c¢) Fiir jedes A € {a, —a, i, —ia} miissen wir eine absolutintegierbare Funktion f # 0 finden
mit J?: Af (in diesem Fall nennen wir f eine Eigenfunktion zum Eigenwert ). Wir defi-
nieren hierfiir ¢(x) = e’é, x € R. Offensichtlich ist dann ¢ # 0. Im Folgenden wollen wir
nachweisen, dass fiir bestimmte Polynome p die Funktionen z — p(z)¢(z) Eigenfunktionen
zu den Eigenwerten «, —icr, —a und i« sind. Hierfiir stellen wir zunéchst fest, dass fiir jedes
Polynom p die Funktion = — p(z)p(z) absolutintegrierbar ist. In der Tat, da

22
M :=sup |p(z)e” 7| < 00
zeR

I2
und z — e~ 1 absolutintegrierbar ist, folgt aus Satz 23.1 und der Abschétzung

Ip(z)p(x)| = |p(x)e” T|e™ T < Me™ T fiir alle z € R,



dass © — p(x)p(z) absolutintegrierbar ist. Somit ist F(pp) = pg fiir jedes Polynom p
wohldefiniert.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

p=ayp (3)
gilt (wir haben diese Identitdt auch in Aufgabe 82 gezeigt). Also ist a ein Eigenwert von F.
Weiter ist
2R - 4 e (B)
(20)(§) = —(§) ' ~icP(§) = —iatp(§) (4)

fiir alle ¢ € R. Also ist die Funktion z +— z¢(x) eine Eigenfunktion zum Eigenwert —ic.
Weiter ist fiir a,b € R

F((a+ b)) =aF(p) + bF(x*p) & acp + ibF(—iz(zp)) 2! aap + ib (F(z))

(i)ozago + ib(—iaxp) = aap + able — z%p) = —a [—a — b+ ba?] .

Daher ist z — (a + bz?)p(z) genau dann eine Eigenfunktion zum Eigenwert —a, wenn
a = —a — b, also b = —2a ist. Setzen wir z.B. a = 1, folgt dann aus obiger Rechnung, dass
die Funktion z — (1 — 22?)p(z) eine Eigenfunktion zum Eigenwert —a ist. Schliefilich ist
fir c,d € R

F((cx + da®)yp) W iacxp + dF(2*(v0)) 2 —iacwo — d (F(zp))

w_ iacry — d(—iaxp)" = ia [—(c + 2d)z + dz®] .
Daher ist z + (cz + dz*)p(x) genau dann eine Eigenfunktion zum Eigenwert ic, wenn
¢ = —c— 2d, also d = —c. Setzen wir z.B. ¢ = 1, folgt dann aus obiger Rechnung, dass

die Funktion z + (x — 2®)p(z) eine Eigenfunktion zum Eigenwert i« ist. Also haben wir

nachgewiesen, dass tatsichlich {«, —«, ia, —ia} die Menge der Eigenwerte von F ist.

Aufgabe 84 (Ubung)

In dieser Aufgabe betrachten wir die Warmeleitungsgleichung: Fiir ug: R — R sei u: Rx [0, 00) —

R eine Losung der partiellen Differentialgleichung

Owu(x,t) = Pu(x,t), = eRt>0, 5)

u(z,0) = uy, z € R.

Wir nehmen an, dass fiir jedes feste t > 0 die Funktionen dyu(-,t), %u(-,t), k < 2, und u, absolu-

tintegrierbar sind'. Ferner nehmen wir an, dass d; und F kommutieren, d.h., dass F(dyu(-,t))(£) =
O F (u(-,t))(&) fiir alle £ € R und ¢ > 0 gilt.

a) Fir jedes £ € R sei ve: [0,00) = R, ve(t) = F(u(-,t))(&). Zeigen Sie mit Hilfe der Fourier-
transformation, dass ve folgendes Anfangswertproblem 16st:
ve(t) = —Eve(t), t >0,
v(0) = 1p(0).

'Fiir eine Funktion w: R x [0,00) — R und einem festen ¢ € [0,00) bezeichnen wir mit w(-,t) die Funktion R — R,

x = w(z,t).



b) Bestimmen Sie v fiir jedes { € R.
Hinweis: §12, HM 1.

c¢) Zeigen Sie mit Hilfe von b), dass
u(z,t) = (K x up)(x) fir alle x € R und ¢ > 0,

gilt, wobei fiir ¢ > 0

Losungsvorschlag:

a) Mit der Definition von v¢ und den Voraussetzungen an u(-,t) erhalten wir fiir jedes feste

t>0
vi(t) = BF (u(- 1)(€) = F(Dpu(-,1))(€) 2 F(02u(-£))(€) 2 (i) F(u(-, 1))(€) = —>vue(t)
und firt =0

_€2U£(t)7 t> 07
v(0) = 1o(0).

S
o~
—~

~
SN—

Il

(6)

b) Die Gleichung (6) ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit Anfangswert. Die

eindeutige Losung ist gegeben durch

ve(t) = @ (e, >0,

¢) Nach Aufgabenteil b) ist fiir jedes feste t > 0 F(u(-,1))(€) = ve(t) = wp(£)e ", € € R. Da
die Fouriertransformation Faltungen in Produkte iibersetzt (vgl. Satz 23.5, Vorlesungsma-
nuskript), sollte daher u(z,t) = [ug * F~'(e~%")](x) sein. Dies beweisen wir im Folgenden.
Sei t > 0 beliebig aber fest. Zunédchst einmal berechnen wir die inverse Fouriertransformierte

t.

von & — e %, Dazu stellen wir fest, dass

(V2t¢)?

et — =B _ (20,

2
wobel p(§) = e~% die GauBsche Glockenkurve ist, deren Fouriertransformierte wir nach

Aufgabe 82 oder auch S.174, Vorlesungsmanuskript, bereits kennen. Daher ist

—t€? x—i;ﬁ—x:iA —x za 1l 1 m IR e = Ky (o
(o) = e () = VA () 2 - Vrp (- =) 2 e i K.

Nach Satz 23.5 ist

F (K, % uo) (€) 22 Ky (€) - i (€) = e tin(€) 2 Flu-,1))(©),



und daher aus der Injektivitat der Fouriertransformation
K xup(z) = u(z,t) furallex € R

(die Injektivitét der Fouriertransformation sieht man folgendermaflen ein: Sind f, g absolu-
tintegrierbar mit f :vﬁ, so folgt fiir h := f — g, dass h = f— g = 0 und damit nach der
Inversionsformel h = h = 0 = 0. Aus h = 0 folgt aber sofort f = g.). Da t > 0 beliebig
gewahlt war, folgt schliefSlich

u(z,t) = (K; *up)(x) fir alle x € R und ¢ > 0.

Bemerkungen:

(1) Die Funktion

1 22
K:Rx (0,00) = R, K(x,t) = Ki(z) = e
Vit

wird auch Fundamentallosung der Wéarmeleitungsgleichung (oder auch Wéarmeleitungskern)

genannt. Sie spielt eine wichtige Rolle fiir die Losbarkeit der Warmeleitungsgleichung:
In obiger Aufgabe haben wir (unter gewissen Voraussetzungen) gezeigt, dass, wenn u
eine Losung von (5) ist, notwendigerweise u(x,t) = (K; * ug)(z) (fir z € R, ¢t > 0) gilt.

Umgekehrt kann man zeigen, dass, wenn ug z.B. absolutintegierbar und stetig ist,

(K xup)(x) firt >0,

u(z,t) = )
uo(x) firt =0

tatsdchlich eine Losung von (5) definiert.

(2) Die Stérke der Fouriertransformation liegt vor allem in der in Satz 23.4 formulierten Re-
gel: Sind f und f’ absolutintegierbar, so gilt f’ = z{f, d.h., die Fouriertransformation
tibersetzt Differentiation in Multiplikation (mit £). So ging die partielle Differential-
gleichung (5) in die gewdhnliche Differentialgleichung (6) tiber, die einfacher zu l6sen

war.



