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Aufgabe 1:
Wir bilden die erweiterte Matrix
1 3 4 1 00
(A= 3 -1 6 010
-1 5 1 0 0 1

auf und fithren das Eliminationsverfahren nach Gaufl durch:

1 3 4100 (=3) 1 3 4 1 00
3 1601 0| h ~ (0 =10 =6 =3 1 0| | -—%
-1 5 1 0 0 1 + 0 8 b} 1 01
1 3 4 1 0 O i+
~ lo1 2 &2 —L 9 (=3) 7(-8)
5 10 10
08 5 1 1 Q+
11 1 3
EE W P
~ £ = —== +
? lQ7 410
oo I -1 4 i]~o—w (-11) | -5
100 % - -1
~lo1o0 3 -3 3] =14
0 0 -7 4 5
Also ist die Inverse A~! gegeben durch:
31 _ 17 _
G g
=197 -5 -
-7 4 )

Aufgabe 2:
Das gegebene lineare Gleichungssystem entspricht der Gleichung Bz = ¢ mit
2 1+21 3+4i 2—1i
0 1 2 I |
B=11 141 2 und - g=
1 i 0 1

Wir stellen die erweiterte Matrix

2 1+2i 3+i |2-i
o foo1 2 -1
BH=11 141 2 0
1 i 0 1
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auf und fithren das Eliminationsverfahren nach Gaufl durch:

2 1+2i 3+i 2-1i + 0 -1 —1+i 2—i +
0 1 2 -1 0 1 2 —1 | ——+
1 1+i 2 0 (1) J:(=2) 1 1+i 2 0 +
1 0 1 J+ 0o -1 -2 1 j 4 d=y
0 0 1+4i 1-i\ |35
0 0 0 0
1 i 0 1] ———
0 -1 -2 1
1 i 0 1
0 -1 -2 1 +
“ o o 1 4 jz
0 0 0 0
1 i 0 1 j+
1—i  (1-1)* =2 : 0 -1 0 1-2i il (=1)
1+i 12—-(1)2 2 0 0 1 —i
0 0 0 O
1 00 3+i
01 0 —1+2i
001 —i
00 0 0

Ablesen (vgl. Abschnitt 14.14 der Vorlesung) liefert, dass die eindeutige Losung des gegeben
linearen Gleichungssystems gerade

3+1
Z=1-14+2
—i

ist.
Aufgabe 3:
Wir stellen die erweiterte Matrix

34 2 |«

Calya)=11 1 «a |2

2 3 111

auf und fithren das Eliminationsverfahren nach Gaufl durch:

3 4 2 « i+ 01 2—-3a¢ a-—6 (=1) 9-(-1)
I 1T a 2 (=3) 7:(=2)  ~ 11 o 2 JJr
2 3 -1 1 Q-&- 01 —-1-2« -3 — Iy
01 2—-3a¢ a—6\ «+—+
~ 1 0 -24+4a 8 —« i+
00 -34+a 33—« (—-4) 4.3
01 -7 3 -2«
~ 10 10 —4 4+ 3a :
0 0 3+a 33—«
1 0 10 —4 4+ 3a
~ 0 1 -7 3 -2«
0 0 3+a 33—«



Hier wird eine Fallunterscheidung notwendig.

° a#3:
3 4 2 « 10 10 —4 4 3«
11 a 2 ~ 0 1 -7 3 — 2«
2 3 -1 1 00 =3+a 3-a /) | =%
1 0 10 —4+4 3« «T+
~ 01 -7 3—2«a +
0 0 1 —1 i-? (=10)
1 00 643«
~ 01 0 —4-2«
0 0 1 -1

Ablesen (vgl. Abschnitt 14.14 der Vorlesung) liefert, dass die eindeutige Losung von
Co T = Y, durch
6 + 3o
r=|-4-2«
-1

gegeben ist.
Aus der obigen Rechnung geht auch hervor, dass rg(C,) = 3 ist (man lasse die letzte
Spalte der erweiterten Matrix weg und zihle die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen).
Nach der Dimensionsformel (vgl. Abschnitt 14.16 der Vorlesung) gilt

3 = dim Bild(C,) + dim Kern(C,) = rg(Cy) + dim Kern(Cy),
——
=3
also ist dim Kern(C,) = 0 und dim Bild(C,) = 3. Also ist Kern(C,) = {6} und, nach

Abschnitt 14.10 der Vorlesung, R = Bild(C,) C R3. Damit ist By = ) eine Basis von
Kern(Cy,) und By = {€1, é3,¢€3)} (Einheitsvektoren) eine Basis von Bild(C,).

o a=3:
3 4 2 « 3 4 2 3
11 o 2 = 11 3 2
2 3 -1 1 2 3 -1 1
1 0 10 5
~ 01 -7 -3
00 0 O
Ablesen (vgl. Abschnitt 14.14 der Vorlesung) liefert, dass die Losungsmenge von C3 & = 3
durch
5 10
L= -3 +s| =7 :seR
0 -1
gegeben ist. Ferner ist
10
Kern(C3) = lin -7
-1
und damit ist etwa
10
By = -7
1



eine Basis von Kern(Cj).

Nach Abschnitt 14.13 der Vorlesung, ist Bild(C3) der lineare Aufspann der Spalten von
(3. Aus der obigen Rechnung geht auch hervor, dass rg(C,) = 2 ist (man lasse die letzte
Spalte der erweiterten Matrix weg und zéhle die Anzahl linear unabhéingiger Zeilen). Nach
der Dimensionsformel (vgl. Abschnitt 14.16 der Vorlesung) gilt

3 = dimBild(C,) 4+ dim Kern(C,) = rg(Cy) + 1,
—_———
=1
also ist dim Bild(C\) = 2. Nach Abschnitt 14.13 der Vorlesung, ist das Bild(C3) der lineare
Aufspann der Spalten von C3. Sei etwa

3 4
B,={1] ,[1
2 3

(erste zwei Spaltenvektoren von C3). Dann ist lin(Bp) C Bild(C3). In jedem beliebigen
Vektorraum V sind zwei Vektoren vi, v € V' genau dann linear abhéngig, wenn ein v € K
existiert, so dass v; = yvg gilt. Also ist offenbar By linear unabhéngig und dim lin(By) =
dim Bild(C3) = 2. Nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung ist also lin(By) = Bild(C3). Damit
ist By eine Basis von Bild(Cs).

Aufgabe 4:

Wir fithren folgende Zeilenumformungen durch:

1 -4 3 -2 0 (=1 7:(-2) 1 -4 3 -2 0 s
5 - |t 21 4 2 s N (0 2 -2 6 2 2 -(—4)
|2 0 2 4 4 T 008 -4 8 4] b
1 0 -1 a B 1 0 -1 a B
10 -1 10 4 + 10 0 6 3
_l0o2 -2 6 2 j+ o2 0 =2 o3
00 4 -16 —4 344 00 4 -16 -4 |-
10 -1 a & 10 -1 a 8
10 0 6 3 (-1) 100 6 3
01 0 -1 0 010 -1 0
T oo 1 -4 “{oo 1 -4
10 -1 a g J+ + 0 00 a—10 -4

Die letzte Matrix ist fiir alle a, 8 € R in Zeilenstufenform. Ablesen liefert den Zeilenrang r = 4,
fiir v # 10 oder 8 # 4. Ansonsten ist r = 3. Nach Abschnitt 14.8 der Vorlesung (r = n), sind
die Zeilen von A damit linear unabhéingig genau dann, wenn « # 10 oder 5 #* 4 gilt. Sind
o =10 und B = 4, so ist die letzte Matrix bereits die Zeilennormalform von B. Ist o = 10 aber
B # 4, so ist

100 6 3 100 6 0
o010 -1 0 Jo 10 -10
001 —4 -1 001 —4 0
000 0 B—4 |-ﬁ 000 0 1



ps—4

die Zeilennormalform von B. Ist a # 10, so sei k = - —; und es gilt
1 00 6 3 100 6 3 +
B 010 -1 0 010 -1 0 +
0 01 —4 -1 0 01 —4 -1 j+
000 a—10 B-4) | -5 000 1 =& 4 Ja1 J(-6)
1 000 3-6k
01 00 K
001 0 —1+4+4k
0 001 K
die Zeilennormalform von B.
0
Aufgabe 5:

Wir zeigen vorbereitend, dass U ein Untervektorraum von R* ist. Nach dem Untervektorraum-
kriterium aus Abschnitt 14.4 der Vorlesung ist zu zeigen:

e 0 ¢ U: dies ist klar.

e Fir alle z,y € U und alle « € Rist z +y € U und ax € U: Es gilt in der Tat

(+yh+@+ye—(@+y3—(r+ysa= (@1 +x2—23—24)+ (W1 +y2—y3 —ys) =0

=0

=0

(az)1 + (az)2 — (ax)3 — (ax)s = a - (1 +x2 — 23 —x4) = 0.

=0

(a) Es gilt

(—3) +2—(—3) —2
34 (-1)—1-1
—7T+3—(-7)—3

o O O

und damit wug,ug,u3 € U. Sei nun = € lin({u, ua, us})
mit

(u1)
(u2)
(u3)

. Es existieren also aj,as,a3 € R

T = U1 + QU + Q3U3.

Da nach Obigem U ein Untervektorraum von R* ist und wi,us,us € U, liegt auch ihre

Linearkombination z in U.

(b) Zuerst zeigen wir, dass die Menge {u1,us,us} linear unabhéngig ist. Dazu schreiben wir
die Vektoren wuq, usg, us als Zeilen der Matrix A und bringen diese auf Zeilenstufenform:

-3 2 -3 2 N 0 1 -2 3
A= (3 -1 1 1 ~13 -1 1 1 2y
-7 3 -7 3 -7 3 -7 3 2
0 1 -2 3 0 1 -2 3 (-2)
~ o 2 2 %) |[.7~|0 2 -14 16 s
-7 3 -7 3 -7 3 -7 3
0 1 -2 3\ «— -7 3 -7 3
~ (0o 0o -10 10| |-%|~[0 1 -2 3
-7 3 -7 3) +— 0 0 1 -1




Ablesen liefert den Zeilenrang r» = 3. Nach Abschnitt 14.8 der Vorlesung (r = n), sind die
Zeilen von A damit in der Tat linear unabhingig.

Als niichstes sehen wir ein, dass lin({u1, u2, ug}) = U ist. Dazu stellen wir fest, dass U # R*,
denn

¢ U

el =

o O O

Also ist dimU < 4, denn ansonsten wire dimR?* < dimU =4 < oo, U C R* und damit,
nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung, U = R*.

Dann ist also dim U < 3 = dimlin({u1, ua, us}), lin({u1, uz,uz}) C U nach Teilaufgabe (a)
und damit, nach Abschnitt 14.10 der Vorlesung, U = lin({uy, ug, ug}).

O

Aufgabe 6:

Um zu zeigen, dass (M, o) eine Gruppe ist miissen wir die Eigenschaften aus der Definition einer
Gruppe iiberpriifen. D.h. wir priifen ob die Menge bzgl. der Verkniipfung abgeschlossen ist und
ob die Verkniipfung das Assoziativititsgesetz erfiillt. Wir priifen ob das neutrale Element der
Verkniipfung in der Menge liegt. Wir priifen ob es zu jedem Element in M, ein inverses Element
in M gibt. Zunéchst zur Verkniipfung:

e Zunichst zur Abgeschlossenheit. Damit o eine Verkniipfung auf M ist, muss gelten
o: M x M — M. Seine also f,g € M, dann sind f, g bijektiv. Es ist zu zeigen, dass fog
ebenfalls bijektiv ist. Dies gilt allerdings bereits nach HM1 (leichte Ubungsaufgabe).

e Dass Assoziativgesetz gilt fiir die Verkniipfung o fiir beliebige Abbildungen, also auch
fiir bijektive Abbildungen und muss im Prinzip nicht gesondert nachgewiesen werden.
Beachte es ist fiir f,g,h: A — A,
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f(g(h(x)))
(folgoh))(x) = f((goh)(x)) = flg(h(x)))

Das neutrale Element beziiglich der Komposition von Funktion ist die Identitdt id. Es gilt
(foid)(x) = f(id(x)) = f(x) und (ido f)(z) = id(f(z)) = f(z). Trivialerweise ist die Identiéit
eine bijektive Abbildung und damit ist id € M. Das Inverse Element zu gegebnen Abbildung
f € M ist die Inverse Abbildung f~', denn

(f~to ) = fH(f(2)) =« = id(z)

und analog

(fof @) = fF(f(2) =z = id(z)

Wir wissen bereits, dass bijektive Abbildung invertierbar sind, damit liegt zu jedem f € M
auch die inverse f~! € M. Es folgt, dass (M, o) eine Gruppe ist.



