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Aufgabe T7:

(a) Wir berechnen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl. Abschnitt 15.4 der Vorlesung)
ein Orthonormalsystem B = {51, gg, 53}, welches U erzeugt, wie folgt:
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Nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung ist die Orthogonalprojektion P gegeben durch:

Pz = (5\51)51 + (5\52)52 + (5\53)53
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Wir berechnen:
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Schliellich ist nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung:
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(b) Wie in der ersten Teilaufgabe berechnen wir:
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Fiir die Orthogonalprojektion PT berechnen wir
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SchlieBlich ist:
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Aufgabe 8:

(a) Wir benutzen die Notation aus dem Abschnitt 15.4 der Vorlesung. Es ist:
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Wegen i ey fiir alle y € (—1,1) und da das uneigentliche Integral [, s

nach obiger Rechnung konvergiert, konvergiert auch das uneigentliche Integral in (p;|bg),
nach dem Majorantenkriterium. Da der Integrand punktsymmetrisch ist, gilt (pi|bg); = 0.
Des Weiteren ist
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Also ist by (t \/>t fiir alle ¢t € [—1,1].
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Ferner ist
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Wie bei (p1|bo); sieht man, dass (p2|b1) = 0 gilt. Fiir alle ¢t € [—1, 1] gilt also

und
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Des Weiteren ist

1 ( l 1
(cale2) = / W o) y—/ dy / dy+/ ——
1 _ . / . /
s
7dy— p1|p1)y + = (Polpo 2/ 7dy—7,
/1 sy~ (i), 4< o= ||
sowie
1 4 0 4 a 4
Y . T Y
——d = 1 ——d 1 ——d
Lm ! meH/b a2 “afi“—/ Vi—g
>0
. —~ =
—t y=sin(t) ) aresin(a) sind(t) cos(t)
=" 2 lim 2 lim _—
a—1- LV 1 — dy ¥ =cos(t) a=1-Jg cos? (t)
arcsm(a) ” z
= 2 lim sind(t)dt T o / * sint(t)dt.
a—1— 0 0

Eine Stammfunktion zu sin? lisst sich mit dem Phéniz-aus-der-Asche-Trick berechnen:
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Also ist by(t) = \/2(2252 —1) fiir alle t € [—1, 1].



SchlieBlich ist
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zu berechnen. Wie bei (ca|ca); sieht man, dass
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Wieder liefert der Phéniz-aus-der-Asche-Trick:
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Also ist (c3|c3); = 35 und fiir alle ¢ € [—1,1] ist

bs(t) = % (t3 — it) .

(b) Wieder mit der Notation aus dem Abschnitt 15.4 der Vorlesung gilt:
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Also ist by(t) = % fir alle t € [—1,1].
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und damit

c3(t) = p3(t) — (p3lba)y ba(t) — (p3lbr)y b1(t) — (pslbo)y bo(t) = t* — %t
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zu berechnen. Also ist bg(t) = /122 (3 — 3¢) fiir alle t € [-1,1].

Aufgabe 9:

(a) Wir zeigen zunéchst, dass in jedem K-Vektorraum V fiir alle z € V
VyeV:(zly) =0 2=0

gilt.



Beweis: =: Wihle y = x, dann ist (z|z) = 0. Das ist nach Eigenschaft (S3) (vgl. Abschnitt
15.1 der Vorlesung) nur fiir x = 0 moglich.

«: Sei y € V beliebig. Es gilt (0ly) = (y —yly) = (yly) — (yly) = 0.

O
Nun gilt:
FeBild(A)t < VZeBildA): (£7) =0
& VFeK": (Z|A7) =0
& VYFeK": (A*Z|)) =0

Die letzte Aussage ist nach Obigem &quivalent zu A*Z = 0. Dies ist wiederum #quivalent
zu z € Kern(A*).
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Seien i € Kern(A) und z € Bild(A) beliebig. Es ist (Z]7) = 0 zu zeigen. Da 2’ € Bild(A),
existiert ein £ € K" mit A¥ = 7. Es gilt:

i RN N _ y€Kern(A) 5 o N N IR
Ey) = (Adly) = (AT+0ly) " =" (A% + AlY) = (A(Z + §)|T + 7 — )
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Aufgabe 10:

Nach Abschnitt 17.2 der Vorlesung, &ndert sich der Wert der Determinante nicht, wenn man
zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddiert. Da nach Abschnitt 17.8 der
Vorlesung das Transponieren den Wert der Determinante ebenfalls nicht dndert, gilt die gleiche
Regel fiir Zeilenumformungen. Es folgt:
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0 0 0 4 17 J+ 00 0 01




Nach Abschnitt 17.5 der Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix
gleich dem Produkt der Diagonalelemente. Also ist det(A4) = 1.

Aufgabe 11:

(a) Mit den Rechenregeln fiir Determinanten folgt:
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Nach Abschnitt 17.5 der Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksma-
trix gleich dem Produkt der Diagonalelemente. Also ist det(A) = —6.

(b) Sei z € C beliebig. Fiir n = 1 gilt:

det(Bi(z)) = |1+ 22| =142

Fiir n = 2 gilt (vgl. Abschnitt 17.3 der Vorlesung):

1+ 22

det(Ba(2)) = ‘ ]
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Fiir alle n > 2 gilt nach dem Determinantenentwicklungssatz (vgl. Abschnitt 17.5 der



Vorlesung):
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z 1+ 22 z '
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Es ist etwa:
det(Bs(z)) = (14 2%)det(Ba(2)) — 22 det(B1(2))

1+22+z4+z6

Dies legt die Vermutung
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fiir alle n € N nahe. Diese beweisen wir per Induktion:
IA (n =1, n = 2): siehe oben.
1S: Es sei n € N. Fiir alle k < n gelte die IH

k
det(Bg(2)) = Y 2™

m=0

O.B.d.A. ist n > 2 (ansonsten benutze (IA)). Dann gilt fiir n + 1:
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n n—1
(1H) (1 +22) Z L2m _ 2 Z ,2m
m=0 m=0
n n—1
_ Z »2m + 52,2n _|_2,2 Z S2m 2
m=0 m=0

n+1

n
_ Z Z2m + Z2(n+1) _ Z sz

§ :Z2m

n—1
m=0

11



