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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik
3. Ubungsblatt
Aufgabe 12:
(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom (vgl. Abschnitt 18.3 der Vorlesung). Fiir alle

A € C gilt:
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Die Nullstellen sind also A1 = 1 mit Vielfachheit 2 und Ay = 4 mit Vielfachheit 1. Nach Ab-
schnitt 18.3 der Vorlesung sind A1 und Ay genau die Eigenwerte von A mit den algebraischen
Vielfachheiten mg,(1) = 2 und m,(4) = 1.

(b) Nach Abschnitt 18.2 der Vorlesung ist fiir jeden Eigenwert A von A der Eigenraum FE 4(\)

gegeben durch
Ea(M\) = Kern(A — A\I3).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gauf und des (—1)-Ergénzungs-

tricks:
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und my(1) = dim(E4(1)) = 1.
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o F4(4):
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Also ist

und my(4) = dim(F4(4)) = 1.

c) Wegen mgy(1) =1 < 2 =mgy(1), ist A nach Abschnitt 18.6 der Vorlesung nicht diagonali-
g
sierbar. Aber A hat eine s.g. Joran-Normalform (vgl. Abschnitt 18.8 der Vorlesung). D.h.
es ex. eine regulidre Matrix S € C? mit
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)

O O =
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wobei x € {0,1}. Da A und J dhnlich sind (vgl. Abschnitt 18.4 der Vorlesung) und A nicht
diagonalisierbar ist, kann J nicht diagonalisierbar sein. Also ist * = 1.
Denken wir uns S als Matrix der Spaltenvektoren
S = (gla §27 §3)
geschrieben. Es gilt
ST1AS =J= AS=SJ = A Se; =SJ&  Vie{l,2,3},
——

=S5;

also A5 = 4§1, A5y = & und A53 = 55 + 53. Also ist 51 € EA(4), 5y € EA(l) und
(A — Ig)gg = §2. Wir wéhlen

und 16sen das lineare Gleichungssystem (A — I3)383 = §5:
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Ablesen liefert, dass
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die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist. Mit p = —1 l&sst sich
0
S53=10
1
wéahlen. Es ist dann
1 =10
S=(0 1 0
-1 1 1



Aufgabe 13:

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom (vgl. Abschnitt 18.3 der Vorlesung). Fiir alle
A e C gilt:
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Die Nullstellen sind also Ay = —3 mit Vielfachheit 1, Ay = 3 mit Vielfachheit 2 und

A3 = 6 mit Vielfachheit 1. Nach Abschnitt 18.3 der Vorlesung sind Ai, Ay und A3 genau
die Eigenwerte von B mit den algebraischen Vielfachheiten m,(—3) = 1, m4(3) = 2 und
me(6) = 1.

(b) Nach Abschnitt 18.2 der Vorlesung ist fiir jeden Eigenwert A von B der Eigenraum Ep(\)
gegeben durch
Ep()\) = Kern(B — \y).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gauff und des (—1)-Ergénzungs-
tricks:



o Ep(—3):

—1
-1

1
-2
6
-2

)
2
0
1

6

g

= +

—

=

|

- +

™

+

1

— |

_

_ N
—
(@]
1__9_..“02

RS
—

-~ 0_10
10\_u_|_2

_ oo - o
OO 4O O —+H O O
OO O —-H —H O OO

—1
-2

—4

Also ist

™ © ©
T2
— © ©
o ~ _
1ﬁ_uOJu N - oo
o— oo
T ooco
_ — o o O
2
© +
T o+
]
-
T e
—
_n/_~20
o o™
—_— 2o
I
>
— <
~—
n | T
&3 SN———

Also ist

dim E5(3) = 2.

und my(3)
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Also ist
1
0
Ep(6) =1li
5(6) = lin 0
—2

und my(6) = dim F(6) = 1.

(c) Wegen mgy(—3) +my(3) +mgy(6) =1+2+1 =4 =dim(C*), ist B nach Abschnitt 18.6 der
Vorlesung diagonalisierbar. Nach ebendiesem Abschnitt erhilt man ein mogliches S indem
man die bereits berechneten Eigenvektoren in eine Matrix schreibt:

o 2 3 1
1 1 1 0
5= -1 -1 0 0

1 0o -1 -2

Aufgabe 14:

—

(a) Sei Bx = {51, e bm} eine ONB des Kern(A) (eine solche existiert nach Abschnitt 15.4 der
Vorlesung). Ist m = n, so ist Kern(A) = K", also A = 0. Sei also im Folgenden 0 < m < n.
Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Menge {51, e ,gm, e, .., é’n} an und
erhalten eine ONB . o .

B ={B1,o BBt b |

des K". Sei S = (51, ol En) die Matrix, deren Spalten gerade die Vektoren bi (te{l,...,n})
sind. Es ist S7! = §* (vgl. Abschnitt 15.6 der Vorlesung). Definiere B = S~*AS. Dann ist
A = SBS~!. Die Matrizen A und B sind #hnlich.

Bemerkung: B ist die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung & — AZ beziiglich der
Basis B (vgl. Abschnitt 18.4 der Vorlesung).



Welche Gestalt hat B? Es gilt fiir jede Matrix C € K"*"™
Cij = (@lCE))
fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Fiir die Matrix B gilt also

By = (6]B&)) = (657 ASe)) = (6]S°ASe)) = (Se; |A S¢;) = (5:|AT)
—~ =

:bz :b]'

fir alle 4,7 € {1,...,n}. Da 51,...,gm € Kern(A), ist B;; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} und
alle j € {1,...,m}. Ferner ist nach Aufgabe 6 (b) Kern(A) L Bild(A). Also ist B;; = 0 fiir
alle i € {1,...,m} und alle j € {1,...,n}. Damit hat B die folgende Blockgestalt

-(4f3)

mit einer Matrix B’ € K(~m)*(=m) Dag charakteristische Polynom von B’ ist ein kom-
plexes Polynom vom Grad n —m > 0 (vgl. Abschnitt 18.3 der Vorlesung). Als solches hat
es nach dem Fundamentalsatz der Algebra mindestens eine (komplexe) Nullstelle A (vgl.
Abschnitt 5.6 der Vorlesung). Dieses \ ist ein Eigenwert von B’. Nach Abschnitt 18.2 der

Vorlesung, existiert also ein Eigenvektor ¢’ € K"~ \ {6} mit By’ = \y'. Dann ist (wegen
der Blockgestalt)

ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A. Betrachte nun
n—m
7= Sg: Z yjb]+m € lin{bm+1, e ;bn}
j=1
Es gilt
AZ = SBS™'# = SBS™1Sij = SBij = \Sij = \Z,
also ist @ # 0 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X. Wegen
0 = (AZ|Z) = (\Z|Z) = X\ (Z]Z)
~——
>0
ist A = 0 und damit ¥ € Kern(A) = lin ({51, . ng}) Dies ist ein Widerspruch zu B

Basis von K". Also muss die Annahme m < n verworfen werden und damit ist 4 = 0.
O

Im Beweis in (a) wird K = C nur benutzt, um die Existenz des Eigenwerts A bzw. des
Eigenvektors ¢/ sicherzustellen. Fiir ein Gegenbeispiel briuchten wir also eine Matrix A,
mit nicht-reellen Eigenwerten, die die Bedingung

(AZ|Z) VFEeR"

erfiillt. Fiir n = 2 liefert die Drehmatix



das Gewdiinschte, denn fiir alle A € C ist

-2 -1
1 =X

womit die Eigenwerte von A genau i und —i sind, sowie

EE)) = (G () =

fiir alle x1,z2 € R. Fiir n > 2 betrachte man die Matrix

det(A — L) = =N 41=\-i)(\+i),

o -1 0 --- 0
1 0 0
A=10o 0 o D] e RM
0 0
Aufgabe 15:
(a) Seien 7,7 € R3. Es gilt:
(T7)2) = (7 x 712) 'Z" det(, 7, 2) 'Z2 — det(2,7,7) 'Z' —( x g12) 2 (3] - T2) = @T"2)

Also ist T* = —T.
(b) Nach Abschnitt 17.3 der Vorlesung gilt fiir alle & € R3
0=T7% =¥ x § < 2,y linear abhéngig,
also ist Kern(T') = lin({¢}).
(c) Nach Aufgabe 6 (a) gilt Bild(T) = Kern(T™*)*. Mit (a) und (b) folgt
Bild(T) = Kern(7)* = lin({y})" = {# € R*: (7]y) =0} .

Aufgabe 16:
(a) Seien
ay B by c1
a=1|as |, b=1by |, c=|co
as b3 3
Wir rechnen ,,zu Fu3“ nach:
R aq b1 C1 al b2C3 — b302
ax (b X 5) = az | X b2 S 6)) =lax | X b301 — 6103
as b3 C3 as b162 — bQCl
az(bicag — bacr) — as(bser — bics) bi(azca + azcs) — c1(agba + asbs)
= a3(b203 — bgCQ) — al(blcg — b201) = bz(a101 + bgcg) — Cg(albl + a3b3)
ai(bzci — bics) — az(bacz — bsca) bs(aici + azca) — c3(arby + azba)
by (GQCQ + agcg) —C1 (a2b2 + a3b3) airbicy aibicy
= bg(alcl + b363) — 02(a1b1 + a3b3) + CLQbQCQ — angCQ
bz(aic1 + azca) — c3(a1by + azbz) asbscs azbscs
b1 C1 R .,
= (a101 + agco + a303) by | — (alb1 + agby + a3b3) c | = (6|5) — E’((_i’b)
b3 C3



(b) Die Aussage folgt direkt aus (a):

Ax (bx &) +bx (Exad)+Ex (@xb) = b(a|e) — éalb) + é&bla) — a(b|e) + a(éb) — b(@a) = 0
0

(c) Es gilt nach Abschnitt 17.13 der Vorlesung:
(_. =)o P ) 2L o R
axb ’c X Cf) = det(d,b,¢ x d) = det(b,cx d,a) = (b x (¢x d)|a)
Mit der GraBmann-Identitéit aus (a) folgt:

(@x B|exd) = 6 x (@ d)|a) = (@0)d) - dible)|a) = (@le)(5]d) — (@ld) (5]2)



