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Aufgabe 14:

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom (vgl. Abschnitt 18.3 der Vorlesung). Fiir alle
A € C gilt:

xa(\) = det(A—\I3) = ? 2-X —75
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Nach Abschnitt 18.3 der Vorlesung ist das Spektrum von A gerade die Nullstellenmenge

von Y 4, also
spec(A) ={1,2,3}.

Nach Abschnitt 18.2 der Vorlesung ist fiir jeden Eigenwert A von A der Eigenraum FE4(\)

gegeben durch
E4(X) = Kern(A — \3).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gauff und des (—1)-Erginzungs-

tricks:
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Nach Abschnitt 18.7 der Vorlesung sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von
symmetrischen Matrizen immer orthogonal zueinander. Die normierten Vektoren by, bs, b3
bilden deshalb die orthogonale Matrix
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Es gilt
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(b) Definiere
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sowie W = SD'ST. Dann ist in der Tat
W?=(SD'ST)? =SD' STsD'ST = SD'D'ST = §(D')?ST = SDST = A.
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Ausrechnen liefert:
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Aufgabe 15:

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom (vgl. Abschnitt 18.3 der Vorlesung). Fiir alle
A e C gilt:
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Nach Abschnitt 18.3 der Vorlesung ist das Spektrum von B gerade die Nullstellenmenge
von xpg, also

spec(B) = {0,4}.

Nach Abschnitt 18.2 der Vorlesung ist fiir jeden Eigenwert A von B der Eigenraum Ep(\)
gegeben durch

Ep(\) = Kern(B — \1y).

Wir berechnen diese mit Hilfe des Eliminationsverfahrens nach Gaufl und des (—1)-Ergénzungs-
tricks:
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Also ist Eg(0) = lin {p}} mit
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Also ist Ep(4) = lin{g, ¢5, ¢4} mit
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Dann ist auch Eg(4) = lin{p>, p3, P}
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Nach Abschnitt 18.7 der Vorlesung sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von
symmetrischen Matrizen immer orthogonal zueinander. Wir brauchen also nur den berech-
neten Erzeuger pa, p3, py von Ep(4) dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren

zu unterziehen:



Die ersten beiden Vektoren sind bereits orthogonal und miissen nur noch normiert werden:
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Ferner berechnet man
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und der Diagonalmatrix
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gilt dann
B=1TDT"

nach Abschnitt 18.7 der Vorlesung.

(b) Es gilt fiir alle k € N:

BY = (rpr™* =TDT'T DT'... TDT' = TDFTT
S——
=1y

Wegen D¥ = 4*=1D folgt:

BF = 141 pTT — 417 pDTT = 4+-1p

Aufgabe 16:

Wir versuchen die Eigenwerte der Matrix A, abzuschétzen. Fiir alle A € C gilt:
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Daraus lesen wir ab, dass A\ = 1 € spec(A,) fiir alle « € R. Also ist A,, nach der Charakterisie-
rung im Abschnitt 18.9 der Vorlesung, nie negativ (semi-) definit. Die zwei anderen Eigenwerte
von A, sind die Nullstellen des Polynoms A\?> — 9\ + 4 — o und durch die p-¢g-Formel gegeben:

g8 e g (8 e

Wegen Ay > 0 bestimmt nur das Vorzeichen von A3 die Definitheit von A,. Ablesen liefert: ist
la| < 2, s0ist A3 > 0 und damit A, positiv definit. Ist |a| = 2, so ist A3 = 0 und damit A,
positiv semidefinit. Ist schliefllich |a| > 2, so ist A3 < 0 und damit A, indefinit.

Aufgabe 17:
e Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix Bg. Fiir alle A € C gilt:
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Also ist spec(Bg) = {f,2,3}. Nach der Charakterisierung der Definitheit im Abschnitt
18.9 der Vorlesung, ist Bg fiir 8 < 0 indefinit, fiir 8 = 0 positiv semidefinit und positiv
definit fir g > 0.

e Klar: fiir n = 1 ist C' positiv definit. Fiir n > 2 betrachte

1
2

é’{Cé’lz(l,O,~--,O)~ 0 =1>0,

sowie

(& —&)'CE—é)=(1,-1,0,---,00- | o [ =-2<0.

Per Definition ist also C indefinit.



Aufgabe 18:
(i) Wegen & # 0 ist auch Z # 0. Ferner gilt:

(a)

(i)

: 7A€R”X" 7_, ¥ S
AT = g E €ia;jT; E E €ia;jTj = E g €iaijTj = A\E=\-T

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Also ist in der Tat A € spec(A) und ¥ ein Eigenvektor zum Eigenwert .
Ist ReZ = 0, so ist 0 #y=—if =ImZ € R" und § € Ea(N). Ist ReZ # 0, so wihle
0#y=ReZ = %(a_c'—i— Z). Da A = A, folgt mit obigem Aufgabenteil:
1 = 1 — 1 -
Ay = §A(f+ z) = 5()\9?—1— A\T) = 5()\;7:’4- AT) = Ay
Also ist in der Tat ¢ € E4()).

Es ist nach Voraussetzung AAT = ATA = I,,. Also ist A normal. Damit ldsst sich
A nach Bemerkung im Abschnitt 18.7 der Vorlesung orthogonal diagonalisieren. Da
A #£ Nist E4(A) L E4()), also

n

n
0= (&) = 27 = > [(Re(z)))* - (Im(;))* + 2i Re(w;) Im(x;)]
=1 j=1
= &7 = lI72)? + 2i(@|22)
Also gilt [|Z1]|* = ||Z2]* und (#1]@2) = 0. Wegen Z # 0 muss auch &1, 7o # 0 gelten.
Zunéchst ist wegen
A rth IR Sy = _
0 # [|17* = (#2) © =" (AT|AZ) = AFAD) = [N |7

|\| = 1. Es existiert also ein ¢ € (—,7) mit A = €!¥ = cos(y) + isin(y) (Polarkoor-
dinatendarstellung).

Es gilt
- L oo =1 2 5=
AT = §A(:c +7) = E(Ax + A\Z)
1 . o . Lo
= 5((005(4,0) +isin(p)) (&1 + iZ2) + (cos(p) — isin(p)) (¥ — iF2))
= cos(p)¥1 — sin(p)Z2 € U,
sowie
ABy = ZA@-D)= 20—
Ty = FAE-T) =5 (AT AT

= %((COS(SO) +isin(p)) (&1 +i72) — (cos(p) — isin(p))(F1 — iZ2))
= cos(p)iy + sin(p)#; € U.

Damit ist in der Tat A(U) C U. Die lineare Abbildung i — Ay fiir ¥ € U ist eine
Drehung um den Winkel —

Aufgabe 19:
(a) Gelte nach Voraussetzung etwa A = SD1S~! bzw. B = SD5S~! Diagonalmatrizen Dy, Dy €

Cr*™. Es folgt:

AB=SD; S 'SDyS ' =SD; DS ' =8DyD; S =8D; ST1S DyS™ = BA
I, I



(b) Nach Abschnitt 18.3 der Vorlesung gilt fiir jedes A € spec(A):
1 <mg(A) <mg(X) <n

Nach Voraussetzung ist also mg(\) = mq(A) = 1 fiir jedes X € spec(A). Nach Abschnitt 18.6
der Vorlesung ist also A diagonalisierbar. Seien etwa by, ..., by linear unabhéngige Figen-
vektoren zu den Eigenwerten A, ..., A, von A. Wegen mgy();) =1 fiir alle j € {1,...,n},

ist Ea(\j) = lin{gj} fiir alle j € {1,...,n}.
Mit der Voraussetzung der Vertauschbarkeit folgt

ABb; = BAb; = \;Bb;,

also ng € Ex(Nj) fir alle j € {1,...,n}. Wegen dim(E4(N;)) = mg(A;) = 1, existiert
ein p; € C mit ng = ,ujgj fir alle j € {1,...,n}. Damit ist spec(B) = {u1,..., itn} mit
den Eigenvektoren 51, e bn. Mit S = (51, e ,I;n) haben sowohl S~1AS, als auch S~'BS
Diagonalgestalt.
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