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Aufgabe 23:

(a) Klar: f ist stetig in jedem (z0,10) € R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen.

Sei (2, yr)ren € (R2N mit limy oo (2, y) — (0,0) und (a1, yx) # (0,0) fiir alle & € N
beliebig. Dann gilt
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|f(zr,yr)| = m— 5 — 0= f(0,0)

fiir k — oo. Damit ist f stetig in (0, 0).

(b) Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn (k%, 2) = (0,0) fiir k — oo, aber

11 o 1
g<m,k>— 1 —5740—9(070)

fiir kK — oo.

Sei ¢ € R beliebig. Angenommen, cos(¢) = 0. Dann ist sin(yp) # 0 und

73 cos(y) sin?(y)

s - —0-0=g(0,0
dlrcos(io). () = L SE AT 9(0,0)
fiir r — 04. Ist cos(p) # 0, so ist trotzdem
3 (2 L2
gl cos(ip), rsin(g)) = - onPIMLP)__,_CS@DIMG) g gq0)

© r2cos2(p) + rdsint(@)  cos?(p) + r2sint(p)
fir r — 04.

(c) Die Funktion & ist unstetig in (0,0), denn (3, +) — (0,0) fiir k — oo, aber

h(l 1) ' _ 1 0= h(0.0)
-, = :T: — s
PE) T L

fir k — oo.
Sei x # 0. Dann gilt

x> 0
h :U, == — = O
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firy — 0.Ist 2 = 0, soist h(z,y) = 0 — 0 fiir y — 0. Also gilt in der Tat lim,_,¢ lim,_,o h(z,y) =
h(0,0) = 0. Wegen h(x,y) = h(y,z) fir alle z,y € R gilt auch limy_,lim,_o h(z,y) =
1(0,0) = 0.
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Aufgabe 24:
Es gilt

—sin(t)
(1) = | cos(t) baw.  [4()] = Jsin%) +cos(t) + — = \/ L+ 5 #0

fiir alle t € [0, 27]. Deshalb ist 7 regulér. Ferner gilt:
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fiir alle ¢t € [0, 27]. Es ist also L(y) = ¥(27) = 2v/72 4 4. Die Parameterisierung nach Weglénge
von 7 ist durch

coS 4’Jrr7r2.9>
you i (s) =7 ———=s] = | sin (= )
Vit m? NV
4+7T28
fiir alle s € [0,2v72 + 4] gegeben.
Aufgabe 25:
Es gilt
1
V1-t2? 1 +2 1
i) t 0= 1 g = VA 0
V12

fiir alle t € (—1,1). Deshalb ist n reguldr. Ferner gilt:
t T
P(t) == / 17(s)|| ds = V2 (arcsin(t) — arcsin(—1)) = V2 (arcsin(t) + 5)
-1

fiir alle t € [—1,1]. Es ist also L(n) = 9 (1) = v/27. Die Umkehrfunktion 1y~ : [0, v/27] ist durch

¢~ (s) = sin (\2 _ 72r> Ceos <;§>

fiir alle s € [0,v/27] gegeben. Die Parameterisierung nach Weglinge von 7 ist dann durch
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fiir alle s € [0,+/27] gegeben.

Aufgabe 26:
(a) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert
0
a*f(x,y, 2) = (142?223 2meb + cos(x)
x
0
?f(x’y’ 2) = 2oy (1 +ay?st)e’ ™ oY)
Y
0
z

fiir alle (z,y, z) € R3.



(b) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

%9 (a,y) = (ye* +sinb(y), 6rsin(y), ~327)
gf(:c, y) = ("4 xcosh(y), 49 + 322 cos(y),4)
)

fiir alle (x,y) € R2.

(¢c) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

Oh

E(T’ v, ) = (cos(p)cos(¥),sin(p) cos(?), sin(1}))
gZ(r, v, ) = (—=rsin(p)cos(?), r cos(p) cos(¥), rsin())
oh

%(r,go,ﬂ) = (—rcos(p)sin(¥), —rsin(y) sin(¥), r cos(}))
fiir alle (r, p,9) € (0,00) x (—m,7) x (=5,%).

Aufgabe 27:
Wir berechnen vorbereitend fiir alle (z,y) € R?:

Fla,y) = (%J;(HU,Z/) %(x,yi) _ < blli(xy; (2+arctan(x))cos(y))

—e” cos(y) e’ sin(y)

(a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes aus Abschnitt 19.14 der Vorlesung sicher.

Es ist in der Tat
£(0.7) - ((2 +f2§tj;(?ﬂ)>sf (Z)) _ (_‘%) .

Wir versuchen die Inverse von

zu berechnen:
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Also ist f’ (O, %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuchten

offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion f~':V — U

()= G -6 = (5 )

3



(b) Es gilt nach obiger Rechnung

sin?(y)e”
det(f'(z,y)) = EETTR

fiir alle (z,y) € R% Wegen sin(y) = 0 < y € 7Z und cos(y) = 0 < y € 7(5 + Z)

werden die sin? bzw. cos®-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(z,y)) > 0

fiir alle (z,y) € R?. Damit ist der Umkehrsatz iiberall anwendbar, d.h. f ist iiberall lokal

invertierbar.

+ €%(2 + arctan(z)) cos?(y)

Wegen

Flany+ 2m) = ((2 + aic;a?é:()y) ir;(g)—i— 27r)> _ ((2 + aiztleégc();)sin(y)> -

fiir alle (z,y) € R? ist f nicht injektiv.

Aufgabe 28:
Wir berechnen vorbereitend fiir alle (z,y) € R?:

J(x,y) = %gxl (z,y) dgl () _ <sinh(:z:) cos(y) — cosh(z) Sin(y))
; 8g2(g; Y) 692(:1: Y) cosh(z)sin(z)  sinh(z) cos(y)

(a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes aus Abschnitt 19.14 der Vorlesung sicher.

Es ist in der Tat
oo 5) = (g on 37 ) - (1)

Wir versuchen die Inverse von
' (10g(2),7) = —i
g g 9 2 - O
zu berechnen:

(0—310):N<§;001)y-§ N(lOO )
20 01 0 -2 10) |-(-3) 01 -2

Also ist ¢/ (log(2), %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuch-
ten offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion g=' : V — U

0 (03) =0 o ) - (s DI (4 )

(b) Es gilt nach obiger Rechnung
det(g'(z,y)) = sinh?(z) cos?(y) + cosh?(z) sin?(y)

fiir alle (z,y) € R% Wegen sin(y) = 0 < y € 7Z und cos(y) = 0 < y € 7(3 + Z) werden
die sin? bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(g'(z,y)) > 0 fiir alle
(x,7) € R? mit x # 0. Damit ist der Umkehrsatz iiberall anwendbar, d.h. g ist iiberall lokal
invertierbar.

_ [cosh(x)cos(y +2m)\  [cosh(z)cos(y)\
9(w,y +2m) = <sinh(x) sin(ggj—i— 27r)> - (sinh(az) sin(g?j)> =9(z.y)
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Wegen

fiir alle (z,y) € R? ist g nicht injektiv.
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