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Aufgabe 29:

(a) Klar: f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (z,y) # (0,0). Ferner gilt
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fiir alle (z,y) # (0,0). Deshalb gilt in der Tat lim(, ,y_,(0,0) f(,%) = 0 = f(0,0). Also ist f
stetig auf R2.

(b) Fiir (z,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

g(:p ) = —2z(z? +y?) — (y* —2%)2z B dzy?
oY) =Y (22 + 2)2 RN
bzw. 2 2( 12 2 3 2 4 2,2 4
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Im Punkt (0,0) gilt hingegen
of _ o S(h,0) = f(0,0) . 0-0 _
30 "0 = i h =i 0
bzw. s
Oy (0,0) B0 h 0 h
(c) Betrachte (zy,yx) := (3, %) — (0,0) fiir k — oco. Es ist
of 4k of
gl =k — 140=2L0,0).
B (Lhs Yk) yES 7 0=--(0,0)
Also ist % unstetig bei (0, 0).
Betrachte (zy, yx) = (,0) — (0,0) fiir kK — oco. Es ist
of o of
Also ist auch 2—5 unstetig bei (0,0).
(d) Sei ¥ = (vg,vy) € R?\ {0}. Nach Definition gilt:
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Ferner ist (V£)(0,0) - ¥ = v,. Also gilt:

af vg — v2v,

0,0) =(Vf)(0,0)-7 & =
5700 = (VH0.0)-7 & 575 =,
= vs—vivy:vivy—i—vi’
& vgvy:O
< v =0V, =0

Aufgabe 30:

(a) Klar: g ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (z,y) # (0,0). Es ist [sin(x)| =
sin(|z|) fiir alle € [—m, 7]. Ferner gilt sin(x) < z fiir alle = € [0, 00). Es folgt
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fiir alle (z,y) # (0,0) mit ||(z,y)[|,, < 1. Deshalb gilt mit den Ergebnissen der Aufgabe 20
in der Tat lim(, 0,0y 9(%,y) = 0 = g(0,0). Also ist g stetig auf R2.

(b) Wegen g(z,y) = g(y,x) fiir alle z,y € R, reicht es aus, lediglich g—g auszurechnen. Es ist
dann %(x,y) = g—g(y,x) fiir alle (z,y) € R2. Fiir (z,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

g 322 (22 + y?) cos(23 + y3) — 2w sin(z3 + y3)
7(:177:9) = 2 212 :
oz (x2 4+ y?)
Im Punkt (0,0) gilt hingegen
dg . g(h,0) —g(0,0) . sin(h3) rHospital . 3h%cos(h3)
29(0,0) =1 — Jjm v/ PHospital O COSU ) g
Bx( 0) B0 h hoo R ho0 3N
(c) Betrachte (zy,yx) := (0,7) — (0,0) fiir k — co. Es ist
dg 1 dg
- =0—-=0A1=--(0,0).
8x(xk7yk) k4 7L> 895( ) )
Also sind % und g—g unstetig bei (0,0).
(d) Sei ¥ = (vg,vy) € R?\ {0}. Nach Definition gilt:
0 tv) — g((0,0 sin(t3(v3 + v3
0t =y t =0  13(v2 + v2)
PHospital . 3t2(v3 + vg) cos(t3(v3 + vz’)) B v+ US
N =0 3t2(v2 +v2) R
Ferner ist (Vg)(0,0) - ¥ = v, + vy. Also gilt:
dg . vg + vg
%(070) = (Vg)(0,0)v g 'U%‘FUZQJ = Uy + Uy
< vi—FvS:vg—i-vi’—i-vgvy%—vxv;
& —vly, = vxvz
< v =0Vuy =0V, =—u



Aufgabe 31:
Wir berechnen vorbereitend fiir alle (z,y) € R?:

Fla,y) = (%J;(HU,Z/) aafl(x,y)> _ < blli(xy; (2+arctan(x))cos(y))

%(a}, y) e (@,y) —e” cos(y) e’ sin(y)

(a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes aus Abschnitt 19.14 der Vorlesung sicher.

Es ist in der Tat
F(0.7) - (Cr @ @) (_@) |

Wir versuchen die Inverse von
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Also ist f (0, %) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuchten

offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion f~':V - U

™ N\ —1 V2 2V2
(@) e ) - [P (5 F)
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(b) Es gilt nach obiger Rechnung

sin?(y)e”

13 a2 + €%(2 + arctan(z)) cos?(y)

det(f'(z,y)) =
fiir alle (z,y) € R% Wegen sin(y) = 0 < y € 7Z und cos(y) = 0 < y € 7(3 + Z)
werden die sin? bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(f’(z,y)) > 0
fiir alle (z,y) € R?. Damit ist der Umkehrsatz iiberall anwendbar, d.h. f ist iiberall lokal
invertierbar.

Wegen

Fla,y+2m) = <(2 + arctan(z)) sin(y + 27r)> _ ((2 + arctan(z)) sin(y)

—e” cos(y + 2m) —e” cos(y)

) = st

fiir alle (z,y) € R? ist f nicht injektiv.

Aufgabe 32:
Wir berechnen vorbereitend fiir alle (z,y) € R?:

J(z,y) = (aagxl(ﬂf,y) %g;(él?,y)) _ (sinh(m) cos(y) — cosh(x) sin(y)>

%(m,y} G2 (x cosh(z)sin(z)  sinh(z) cos(y)



(a) Wir stellen die Voraussetzungen des Umkehrsatzes aus Abschnitt 19.14 der Vorlesung sicher.

Es ist in der Tat
o (0n(2).3) = (somplosen () ) - (9).

Wir versuchen die Inverse von

zu berechnen:
5 5 4 4
(2—410>2N(4 0501>|-54N<10 04 5)
50 01 0 -3 1.0/ |-(-3%) 01 —% 0

Also ist ¢’ (log(2), §) in der Tat invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren die gesuch-
ten offenen Mengen U und V. Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt fiir die Ableitung der

Umkehrfunktion g~ ! : V — U
(9~ <07 i) = (g7 (g (1og(2)7 W)) = [g’ (10g(2), g)}_l = <_O§ %)

(b) Es gilt nach obiger Rechnung
det(g'(z,y)) = sinh?(z) cos?(y) + cosh?(z) sin?(y)

N |

fiir alle (z,y) € R%. Wegen sin(y) = 0 < y € 7Z und cos(y) = 0 < y € 7(5 + Z) werden
die sin? bzw. cos?-Terme nie gleichzeitig verschwinden. Also ist det(g'(z,y)) > 0 fiir alle
(x,7) € R? mit x # 0. Damit ist der Umkehrsatz iiberall anwendbar, d.h. g ist iiberall lokal
invertierbar.

_ [cosh(x)cos(y +2m)\  [cosh(z)cos(y)\
9(w,y +2m) = (sinh(m) sin(;zy/—i— 27r)) N (sinh(x) sin(y?j)> =9(z.y)

Wegen

fiir alle (z,y) € R? ist g nicht injektiv.

Aufgabe 33:
(a) Da alle partielle Ableitungen stetig sind, ist f differenzierbar und es gilt fiir alle (x,y) € D:
Doy) o) ! !
Py = | 2 y) ﬁ ) | = [ ~2esin(a2+y) —sin@2+y)
B o e 0

Ebenfalls ist ¢ differenzierbar und es gilt fiir alle (z,y,2) € E:
g (y,2) = (B@y2) Rley2) Py2)=( 2 y+i)
(b) Fiir alle (z,y) € D gilt
g (f(z,y) = (zy € cos(z®y?) +e77).
Dementsprechend ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel

(go ) (@wy) =g (fz.y) f(x,y) = (y—2we"sin(z? +y) + 1+ e cos(a® +y) z—esin(z? +y))
= (y+e"(cos(z® +y) — 2zsin(z® +y)) +1 z — e"sin(z? +y))
fir alle (z,y) € D.



(c) Direkte Rechnung ergibt

(go f)(z,y) =xy +€* cos(ac2 +y)+z

fiir alle (z,y) € D. Dementsprechend ist

(go f)(zy) = (L;%Zf) 3(§Zf))

= (y+e"cos(a? +y) — 2ze”sin(z? +y) + 1 z — e”sin(z? +y))
= (y+e"(cos(a? +y) — 2wsin(z? + y)) + 1 z — e"sin(a? + y))

fiir alle (x,y) € D.

Aufgabe 34:

(a) Da alle partielle Ableitungen stetig sind, sind f, g und h differenzierbar und es gilt fiir alle
(x,y) € R?
o) = (Za; (z,9) Za;;my)) _ <2x 0) |
L(ay) U(ey)) ~\0 2

991 (. 9g

'Y) Y) ycos(zry) xcos(zy .
g/(xvy) = 38;2 aag =< exJEy ) exJEy ) , sowle
Yy Dy Y)

2@,
2 (ZL‘,
/ %(x, Y) %(x, Y) e’ cos(y) —e”sin(y)
x _ ox 0 — .
b (z,y) (i;g(x’ y) %}%(w, y)) ( cosh(x) 0 )

(b) Fiir alle (z,y) € R? gilt

2 2,2 2 2,2
y® cos(z®y®) x* cos(xy?) .
g (flz,y) = < 22y o7y , Sowie

o) = (

esin(xy) Cos(em—i-y) _esin(ry) Sin(ew—i-y)
cosh(sin(zy)) 0

Dementsprechend ergibt sich mit Hilfe der Kettenregel

2zy? cos(z?y?) 222y cos(z?y?) )
(900 (@) =9/ Floa)) - 7o) = (P R0 2 IR sowie

(h o g)/($7 y) = hl(g(l‘) y)) ' g/(l‘, y)
y cos(zy) cos(e®t¥)esin(@y) — ety esin(@y) gin (1Y) g cos(zy) cos(e® ) (@) — Tty esin(zy) gin (¢7+Y)
y cos(zy) cosh(sin(zy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

fiir alle (z,y) € R%
(c) Direkte Rechnung ergibt
(go f)(x,y) = (sin(xgyz) ex2+y2> , sowie

(hog)(z,y) = (5@ cos(e¥)  sinh(sin(zy))) .
fiir alle (z,y) € R2.



Dementsprechend ist

8(%Of)1 8(gaof)l
/ T
(g o f) (1.7 y) = a(gof)2 a(goy )2
ox dy
= (y+ecos(z?+y) —2ze®sin(z® +y) +1 =z —e"sin(z? +y))

= (y+e®(cos(z?+y) —2zsin(z? +y)) +1 z —e“sin(z? +y)), sowie

(hog)(x,y) = (a(ffg» Dlini)a

d(hog)1 6(hog)1>

ox oy
_ (ycos(zy)es®Y) cos(ePHY) — S Y sin (e 1Y)z cos(wy)es @) cos(er V) — es@Y) Y gin (e 1Y)
N y cos(zy) cosh(sin(xy)) x cos(zy) cosh(sin(zy))

fir alle (z,y) € D.



