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Aufgabe 50:

(a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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(b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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Aufgabe 51:

(a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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(b) Es gilt nach dem Satz von Fubini (vgl. Abschnitt 19.6 der Vorlesung):
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Aufgabe 52:

Betrachte die Abbildung F : R? — R3 definiert durch

F(p,9) = (R4 rcos()) cos(p), (R + rcos(¥)) sin(p), rsin())
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fir alle ¢,9 € R. Wir zeigen: F ist injektiv auf [0,27)%: Seien dazu 1,92 € [0,27) und
V1,92 € [0,27) mit F(¢1,91) = F(p2,92). Insbesondere ist

R* 3 (Fi(p1,%), Fa(p1,91)) = (R+rcos(d))(cos(e1), sin(p1))
>0

= (R+rcos(t))(cos(i2),sin(p2)) = (Fi(p2, 92), Fa(pa,72) € R?
>0

Wegen der Bijektivitit der Polarkoordinaten auf R? \ {6} gilt o1 = @2 und (R + rcos(¥2)) =
(R + rcos(¥2)). Mit F3(¢1,01) = F3(p2,02), folgt weiter

rcos(t) = rcos(d),
rsin(dy) = rsin(ds).

Wieder folgt mit der Bijektivitat der Polarkoordinaten auf R? \ {6}, dass 91 = 9o gilt. Damit

hat sich F' als injektiv auf [0, 27)? erwiesen.
Es gilt
—sin(p)(R + rcos(d)) —rsin(v) cos(p)
F'(p,9) = [ cos(p)(R+rcos(¥)) —rsin(d)sin(p)
0 r cos(¥)

fiir alle ¢, ¥ € R. Insbesondere ist

\/det (F(,9)7 - F/(,9 \/‘ (Bt reosd)” O

fiir alle ¢,9 € R und damit ist rg(T’ (p, )
sowie N1 = {F(¢,0): ¢ € (0,2m)}, No = {
N; C F((0,27) x (—71',71')), Ny C F(( T, )
gilt nach Abschnitt 20.6 der Vorlesung:

=r(R+rcos(d)) >0

) = 2 fiir alle ¢, € R. Definiere U = (0,27)?,
F(0,9): 9 € (0,2m)} und N3 = {F(0,0)}. Es ist
x (0,27)) und N3 C F((—m,m) X (=7, m)). Damit

o) = [ AP o) e 0 ) =0

o) = [ AP )T 0 ) =0

o(Ny) = /{ oy LV AT 2,0 9) =0

Also ist N = N; U Ny U N3 eine o-Nullmenge. Es ist ferner TF = F(U) U N. Wieder nach
Abschnitt 20.6 der Vorlesung gilt:

/F 00" /U Vet (F (0, 0)T F/(p,9))d(, 9) = /0 7 /0 (R + cos(9))dddg
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= 27rr/ (R + cos(¥9))d9 = 47*rR
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Aufgabe 53:

Wir machen eine Fallunterscheidung nach der Dimension n:



e n = 2: Mit Hilfe der Polarkoordinaten ergibt sich:
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e n = 3: Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ergibt sich:
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Aufgabe 54:
(a) Seien v1,72,73 : [0,1] — R? definiert durch

’Yl(t) = (07t)7 72(t) = (1 - t7t)> ’73(t) = (07 1— t)

fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann ist v = 1 + 72 + 73 eine doppelpunktfreie Parameterisierung von
0D. Dabei liegt D immer ,links von v “. Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:
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(b) Es gilt nach dem Gaufschen Integralsatz im R? (vgl. Abschnitt 20.6 der Vorlesung):
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Aufgabe 55:



(a) Da B invariant ist unter Vertauschungen von z, y und z gilt:
/B(a:y +yz+ zz)d(x,y,2) =3 /B zyd(z,y, 2)
Mit Hilfe der Kugelkoordinaten (vgl. Abschnitt 21.6 der Vorlesung) ergibt sich:
B/Basyd(x,y, z) = 3/5 /’5 /lrcos(go) cos()r sin(ip) cos(8)r? cos(#)drdedd
= / / sin(p) cos(ip) cos® () dpdh

_ 5[25111 (90)] ) / > (1 — sin2(0)) cos(6)d0

=0
1 s 1
— %[sm(ﬂ) ~3 sin3(9)]92:0 =%

(b) Sei F: R® — R3 definiert durch F(z,y,2) = (zyz,zyz, zyz) fiir alle (z,y,2) € R3. Wir
beobachten
V- -F(z,y,z) =yz+zz+2ay

fir alle z,y, z € R. Ferner ist 0B = A; U Ay U A3 U A4 mit

A = {(0,y,2): 4,220, " +2° < 1},
Ay = {(,0,2): 33,2:20,552—i—,2'2§1}7
Az = {(z,9,0): 2,y >0, 2” +¢* <1},
Ay = {(@y.2): 2,y2> 0,22+ +22 =1},

Da F(z,y,z) = 0 fiir jedes (x,y,2) € A1 U A U Ag ausfillt, gilt nach dem Gaufischen
Integralsatz (vgl. Abschnitt 21.10) der Vorlesung):

/ (g +yz + zx)d(z,y,2) = / V. F(e,y, 2)d(z,y, 2) = / F - N(z,y,2)do
B B 0B
= /F-N(m,y,z)do
Ay

Auf A, ist der auflere Normalenvektor durch

N(z,y,2) = (2,y,2)
fiir alle (x,y,2) € A4 gegeben. Da A, invariant unter Vertauschungen von x, y und z ist,
gilt:

/ F-N(z,y,z)do = / 22yz + zy?z + xyzido = 3/ z2yzdo
Ay Ay Ay

Es folgt mit Hilfe der sphérischen Koordinaten (vgl. Abschnitt 21.6 der Vorlesung):
3/ z?yzdo = /2 /2 cos?(ip) cos?(6) sin(ip) cos(8) sin(6) cos(0)dpd
Ay

= / / cos? () sin(yp) cos*(8) sin()dpdd
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— [cos (go)](pzoz = [COS5(0)]22



