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Aufgabe 56: Siehe Video zur Übung (Keine getexte-Musterlösung)

Aufgabe 57:

(a) Eine positiv orientierte Parameterisierung γ : [0, 2π]→ R3 von ∂Z ist durch

γ(ϕ) =

 cos(ϕ)
sin(ϕ)

1− cos(ϕ)− sin(ϕ))


für alle ϕ ∈ [0, 2π] gegeben. Entsprechend ist

γ′(ϕ) =

 − sin(ϕ)
cos(ϕ)

sin(ϕ)− cos(ϕ))


für alle ϕ ∈ [0, 2π]. Damit gilt für das gesuchte Integral:∫
γ
(−y3, x3,−z3) · d~s =

∫ 2π

0
(− sin3(ϕ), cos3(ϕ),−(1− cos(ϕ)− sin(ϕ))3) ·

(− sin(ϕ), cos(ϕ), sin(ϕ)− cos(ϕ))dϕ

=

∫ 2π

0
sin4(ϕ) + cos4(ϕ)− (sin(ϕ)− cos(ϕ))(1− cos(ϕ)− sin(ϕ))3dϕ

= 2

∫ 2π

0
sin4(ϕ)dϕ− 1

4

[
(1− cos(ϕ)− sin(ϕ))4

]ϕ=2π

ϕ=0

vgl. A. 5
= 2

[
3

8
ϕ− cos(ϕ)

(
sin3(ϕ)

4
+

3 sin(ϕ)

8

)]ϕ=2π

ϕ=0

=
3

2
π

(b) Eine reguläre Parameterisierung Φ : (0, 1) × (0, 2π) → R3 der Fläche M = E ∩ Z (bis auf
die σ-Nullmenge N = {(x, y, z) ∈M : x ≥ 0, y = 0}) ist durch

Φ(r, ϕ) =

 r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

1− r(cos(ϕ) + sin(ϕ))


für alle r ∈ (0, 1) und alle ϕ ∈ (0, 2π) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle
Oberflächenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

~ndσ((r, ϕ)) =

(
∂Φ

∂r
× ∂Φ

∂ϕ

)
(r, ϕ)d(r, ϕ)

=

 cos(ϕ)
sin(ϕ)

− cos(ϕ)− sin(ϕ)

×
 −r sin(ϕ)

r cos(ϕ)
r(sin(ϕ)− cos(ϕ))

 d(r, ϕ)

= r

1
1
1

 d(r, ϕ)
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für alle (r, ϕ) ∈ (0, 1)× (0, 2π). Als letzte Vorbereitung berechnen wir

∇×

−y3

x3

−z3

 =

 0
0

3x2 + 3y2


für alle (x, y, z) ∈ R3. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 20.8 der Vorlesung):

∫
γ
(−y3, x3,−z3) · d~s Stokes

=

∫
M
∇×

−y3

x3

−z3

 · ~n(~x)dσ(~x) = 3

∫ 1

0

∫ 2π

0
r3dϕdr =

3

2
π

Aufgabe 58:
Sei zunächst t ∈ (a, b) fest. Wegen r(t) > 0 ist die Abbildung Φt : R3 → R3 definiert durch
Φt(~y) = ~x0 + r(t)~x bijektiv, stetig differenzierbar mit det(Φ′t(~y)) = r3(t) > 0 für alle ~y ∈ R3.
Insbesondere ist Φ′t(~y) regulär für alle ~y ∈ R3. Ferner ist Φt(K(~0, 1)) = K(~x0, r(t)) Nach dem
Transformationssatz (vgl. Abschnitt 19.7 der Vorlesung) gilt:∫

K(~x0,r(t))
f(~x, t)d~x =

∫
Φt(K(~0,1))

f(~x, t)d~x

=

∫
K(~0,1)

f(Φt(~y), t)
∣∣det(Φ′t(~y))

∣∣ d~y
= r3(t)

∫
K(~0,1)

f(~x0 + r(t)~y, t)d~y

Die Menge K(~0, 1) ist beschränkt und abgeschlossen, also, nach dem Satz aus Abschnitt 18.17
der Vorlesung, kompakt. Ferner ist für jedes t ∈ (a, b) die Abbildung ~y 7→ f(Φt(~y), t) stetig.
Nach Abschnitt 18.17 der Vorlesung ist also ~y 7→ f(Φt(~y), t) beschränkt auf K(~0, 1). Deshalb
existiert das Integral ∫

K(~0,1)
f(~x0 + r(t)~y, t)d~y

für jedes t ∈ (a, b). Die Abbildung (~y, t) → f(Φt(~y), t) ist stetig differenzierbar für alle (~y, t) ∈
D := K(~0, 1)× (a, b) und es gilt nach der Kettenregel

∂

∂t
f(Φt(~y), t) = ∇~xf(~x0 + r(t)~y, t) · ~yr′(t) +

∂

∂t
f(~x0 + r(t)~y, t)

für alle (~y, t) ∈ D. Da (a, b) offen ist, existiert für jedes feste s ∈ (a, b) ein δt > 0 mit Is :=
[s − δ, s + δ] ⊆ (a, b). Da r ∈ C1((a, b)) und Is kompakt ist, ist r′ beschränkt auf Is. Da
f ∈ C1(D), ist f ′ beschränkt auf D. Also existiert eine Konstante C derart, dass∣∣∣∣∇~xf(~x0 + r(t)~y, t) · ~y +

∂

∂t
f(~x0 + r(t)~y, t)

∣∣∣∣ ≤ C
für alle (~y, t) ∈ K(~0, 1)× Is ausfällt. Insbesondere ist∫

K(~0,1)

∣∣∣∣∇~xf(~x0 + r(t)~y, t) · ~y +
∂

∂t
f(~x0 + r(t)~y, t)

∣∣∣∣ d~y ≤ C 4

3
π

für alle t ∈ Is. Nach dem Satz über die Differentiation von Parameterintegralen (vgl. Abschnitt
19.4 der Vorlesung), ist

t 7→
∫
K(~0,1)

f(Φt(~y), t)d~y
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differenzierbar auf (a, b) und es gilt

d

dt
r3(t)

∫
K(~0,1)

f(Φt(~y), t)d~y = 3r′(t)r2(t)

∫
K(~0,1)

f(Φt(~y), t)d~y

+r3(t)

∫
K(~0,1)

∇~xf(~x0 + r(t)~y, t) · ~y +
∂

∂t
f(~x0 + r(t)~y, t)d~y

Satz 19.7
=

∫
K(~x0,r(t))

∂

∂t
f(~x, t)d~x

+r′(t)

∫
K(~x0,r(t))

3

r(t)
f(~x, t)d~x+∇~xf(~x, t) · ~x− ~x0

r(t)
d~x

für alle t ∈ (a, b). Schließlich gilt

3

r(t)
f(~x, t)d~x+∇~xf(~x, t) · ~x− ~x0

r(t)
= ∇~x ·

(
f(~x, t)

~x− ~x0

r(t)

)
für alle (~x, t) ∈ D. Nach dem Gauß’schen Divergenzsatz aus Abschnitt 20.7 der Vorlesung gilt
deshalb∫

K(~x0,r(t))

3

r(t)
f(~x, t)d~x+∇~xf(~x, t) · ~x− ~x0

r(t)
d~x =

∫
∂K(~x0,r(t))

f(~x, t)
~x− ~x0

r(t)
· ~n(~x)dσ(~x)

für alle t ∈ (a, b). Dies schließt den Beweis ab.

Aufgabe 59:

(a) Eine reguläre Parameterisierung Φ : (0, 2π) ×
(
0, π2

)
→ R3 (bis auf die σ-Nullmenge N =

{(0, 0, 1)}) der Fläche M ist durch

Φ(ϕ, θ) =

cos(ϕ) cos(θ)
sin(ϕ) cos(θ)

sin(θ)


für alle ϕ ∈ (0, 2π) und alle θ ∈

(
0, π2

)
gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle

Oberflächenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

~ndσ((ϕ, θ)) =

(
∂Φ

∂ϕ
× ∂Φ

∂θ

)
(ϕ, θ)d(ϕ, θ)

=

− sin(ϕ) cos(θ)
cos(ϕ) cos(θ)

0

×
− cos(ϕ) sin(θ)
− sin(ϕ) sin(θ)

cos(θ))

d(ϕ, θ)

= cos(θ)Φ(ϕ, θ)d(ϕ, θ)

für alle (ϕ, θ) ∈ (0, 2π) × (0, π2 ). Es gilt mit der Definition des Oberflächenintegrals (vgl.
Abschnitt 20.5 der Vorlesung):

∫
M
f(~x) · ~n(~x)dσ(~x) =

∫ π
2

0

∫ 2π

0

 1
cos(ϕ) cos(θ) sin(θ)

cos(ϕ) cos(θ) sin(ϕ) cos(θ)

 ·
cos(ϕ) cos(θ)

sin(ϕ) cos(θ)
sin(θ)

 cos(θ)dϕdθ

=

∫ π
2

0

∫ 2π

0
cos2(θ) cos(ϕ) + 2 cos(ϕ) sin(ϕ) cos3(θ) sin(θ)dθdϕ

=

∫ π
2

0
cos2(θ) [− sin(ϕ)]ϕ=2π

ϕ=0 + cos3(θ) sin(θ)
[
sin2(ϕ)

]ϕ=2π

ϕ=0
dθ = 0
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(b) Eine positiv orientierte Parameterisierung γ : [0, 2π]→ R3 des Randes ∂M von M ist durch

γ(ϕ) =

cos(ϕ)
sin(ϕ)

0


für alle ϕ ∈ [0, 2π] gegeben. Es gilt

γ(ϕ)′ =

− sin(ϕ)
cos(ϕ)

0


für alle ϕ ∈ [0, 2π]. Ferner liefert die

”
Technik des scharfen Hinsehens“™, dass für F :

R3 → R3 definiert durch F (x, y, z) = (xz
2

2 , x
2y
2 , y) für alle (x, y, z) ∈ R3 die Gleichung

∇× F = (1, xz, xy)

für alle (x, y, z) ∈ R3 gilt. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 20.8 der
Vorlesung):∫

M
f(~x) · ~n(~x)dσ(~x) =

∫
M

(∇× F (~x)) · ~n(~x)dσ(~x)

Stokes
=

∫
γ
F (~x) · d~s

=

∫ 2π

0

(
0,

cos2(ϕ) sin(ϕ)

2
, sin(ϕ)

)
· (− sin(ϕ), cos(ϕ), 0)dϕ

=

∫ 2π

0

cos3(ϕ) sin(ϕ)

2
dϕ

= −1

8

[
cos4(ϕ)

]ϕ=2π

ϕ=0
= 0

Aufgabe 60:
Klar: E(T ) = 0. Ferner sieht man, wie in Aufgabe 52, mit Hilfe des Transformationssatzes

E(t) =
1

2

∫
K(~x0,c(T−t))

[
1

c2

(
∂u

∂t
(~x, t)

)2

+ ‖∇u(~x, t)‖2
]

d~x

=
(c(T − t))3

2

∫
K(~0,1)

[
1

c2

(
∂u

∂t
(~x0 + c(T − t)~y, t)

)2

+ ‖∇u(~x0 + c(T − t)~y, t)‖2
]

d~y

für alle t ∈ [0, T ). Da der Integrand stetig ist auf der kompakten Menge K(~0, 1) × [0, T ], ist
er dort beschränkt. Nach dem Satz über Stetigkeit der Parameterintegrale (vgl. Abschnitt 19.4
der Vorlesung), ist E stetig in 0.

Wir berechnen mit Hilfe des Reynolds’schen Transportsatzes (vgl. Aufgabe 52) für jedes
t ∈ (0, T ):

E′(t) =
d

dt

1

2

∫
K(~x0,c(T−t))

[
1

c2

(
∂u

∂t
(~x, t)

)2

+ ‖∇u(~x, t)‖2
]

d~x

=

∫
K(~x0,c(T−t))

1

c2

∂u

∂t
(~x, t)

∂2u

∂t2
(~x, t) +

(
∂

∂t
∇u(~x, t)

)
· ∇u(~x, t)d~x

− c
2

∫
∂K(~x0,c(T−t))

[
1

c2

(
∂u

∂t
(~x, t)

)2

+ ‖∇u(~x, t)‖2
]
~x− ~x0

c(T − t)︸ ︷︷ ︸
=~n(~x,t)

·~n(~x, t)

︸ ︷︷ ︸
=1

dσ(~x)
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Nach der ersten Greenschen Formel (vgl. Abschnitt 20.8 der Vorlesung) gilt∫
K(~x0,c(T−t))

(
∂

∂t
∇u(~x, t)

)
· ∇u(~x, t)d~x = −

∫
K(~x0,c(T−t))

(
∂

∂t
u(~x, t)

)
∆u(~x, t)d~x

+

∫
∂K(~x0,c(T−t))

∂

∂t
u(~x, t)

∂u

∂~n(~x, t)
(~x, t)dσ(~x)

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Formel für E′(t) liefert:

E′(t) =

∫
K(~x0,c(T−t))

∂u

∂t
(~x, t)

(
1

c2

∂2u

∂t2
(~x, t)−∆u(~x, t)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+c

∫
∂K(~x0,c(T−t))

[
1

c

∂

∂t
u(~x, t)

∂u

∂~n(~x, t)
(~x, t)

]
− 1

2

[
1

c2

(
∂u

∂t
(~x, t)

)2

+ ‖∇u(~x, t)‖2
]

dσ(~x)

Wegen∣∣∣∣1c ∂∂tu(~x, t)
∂u

∂~n(~x, t)
(~x, t)

∣∣∣∣ C.S.U.
≤

∣∣∣∣1c ∂∂tu(~x, t)

∣∣∣∣ ‖∇u(~x, t)‖ ≤ 1

2

[
1

c2

(
∂

∂t
u(~x, t)

)2

+ ‖∇u(~x, t)‖2
]

für alle (~x, t) ∈ R3 × [0,∞), folgt E′(t) ≤ 0 für alle t ∈ (0, T ). Also gilt 0 = E(0) ≥ E(t) ≥ 0
für alle t ∈ [0, T ), bzw. E ≡ 0. Da u stetig ist, folgt damit u(~x, t) = 0 für alle (~x, t) ∈ C(~x0, T ).

Aufgabe 61:
Nach dem Gaußschen Divergenzsatz aus Abschnitt 20.7 der Vorlesung gilt:∫

∂C
f(~x) · ~n(~x)dσ(~x) =

∫
C

(∇ · f) (~x)d~x

Es ist
(∇ · f)(~x) = 1 + 1 = 2

für alle ~x ∈ R3. Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten folgt:∫
C

(∇ · f) (~x)d~x = 2

∫ 2

0

∫ 2−z

0

∫ 2π

0
ρdϕdρdz = 4π

∫ 2

0

[
ρ2

2

]ρ=(2−z)

ρ=0

dz = 2π

∫ 2

0
(2− z)2dz

= −2π

3

[
(2− z)3

]z=2

z=0
=

16π
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