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Aufgabe 56: Siehe Video zur Ubung (Keine getexte-Musterlosung)
Aufgabe 57:

(a) Eine positiv orientierte Parameterisierung v : [0, 27r] — R3 von 07 ist durch

cos(y)
Y(p) = sin(¢p)
1 — cos(p) — sin(p))

fiir alle ¢ € [0, 27| gegeben. Entsprechend ist

—sin(ep)
V() = cos(¢p)
sin(p) — cos(¢))

fiir alle ¢ € [0, 27]. Damit gilt fiir das gesuchte Integral:

27
/ (—yPa® —2%)-d5 = /(—sin3(<p)7cos3(<p)7—(1—COS(SO)—sin(w))?’)-
o 0
(= sin(i), cos(), sin() — cos(i2))dy
2
- /0 sin® (ip) -+ cos! () — (sin(ip) — cos(p)) (1 — cos(p) — sin(p))*dp

2
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(b) Eine regulire Parameterisierung ® : (0,1) x (0,27) — R? der Fliche M = EN Z (bis auf
die o-Nullmenge N = {(z,y,2) € M : x > 0,y = 0}) ist durch

rcos(p)
O(r,p) = rsin(p)
1 — r(cos(p) + sin(y))

fiir alle » € (0,1) und alle ¢ € (0,27) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle
Oberflichenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

<8<I> 0P

fido((r,p)) = o X 890) (r,)d(r, )

cos(¢p) —rsin(p)
— sin(y) X rcos(p) d(r, ¢)
—cos(p) — sin(yp) r(sin(ip) — cos(y))
1
= r|{1]d(re)
1
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fiir alle (r, ) € (0,1) x (0,27). Als letzte Vorbereitung berechnen wir

_y3 0
Vx| 23 | = 0
—23 372 + 3y?

fiir alle (x,vy, z) € R3. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 20.8 der Vorlesung):

3

3 3 3 — Stokes 7% - — Lo 3 3
(—y?,x°,—2°) - d§ "= Vx| z° | -7f@)do(Z) =3 rodedr = -7
~ 3 o Jo 2

M —Z

Aufgabe 58:

Sei zuniichst ¢ € (a,b) fest. Wegen r(t) > 0 ist die Abbildung ®; : R3 — R3 definiert durch
() = @ + r(t)¥ bijektiv, stetig differenzierbar mit det(®}(7)) = r3(t) > 0 fiir alle i € R3,
Insbesondere ist ®(7) regulir fiir alle 7 € R3. Ferner ist ®;(K(0,1)) = K (o, r(t)) Nach dem
Transformationssatz (vgl. Abschnitt 19.7 der Vorlesung) gilt:

/ f(@,t)dz :/ - f(@t)dx
K (Zo,r(1)) @4 (K(0,1))

- / F(@u(@). 1) |det(®) ()| dF
K(0,1)
= () / @+ r(0)F,0)dF
K(0,1)

Die Menge K (0, 1) ist beschrinkt und abgeschlossen, also, nach dem Satz aus Abschnitt 18.17
der Vorlesung, kompakt. Ferner ist fiir jedes t € (a,b) die Abbildung § — f(P¢(y),t) stetig.
Nach Abschnitt 18.17 der Vorlesung ist also i — f(®.(%),t) beschriinkt auf K (0,1). Deshalb
existiert das Integral

| s 07,047

K(0,1)

fiir jedes t € (a,b). Die Abbildung (¢,t) — f(®:(y),t) ist stetig differenzierbar fiir alle (¢/,t) €
D := K(0,1) x (a,b) und es gilt nach der Kettenregel

2 (@5, 0) = Vel (T + r(O5,1) - 3(0) + 07T + r()51)

fiir alle (¢,t) € D. Da (a,b) offen ist, existiert fiir jedes feste s € (a,b) ein 6 > 0 mit I :=
[s — 0,8 + 3] C (a,b). Dar € C*((a,b)) und I, kompakt ist, ist 7’ beschriinkt auf I;. Da
f € CY(D), ist f’ beschrinkt auf D. Also existiert eine Konstante C' derart, dass

. Lo o, O .
VS +r0)5.0) 5+ @+ r(05.0) < ©
fiir alle (77,t) € K(0,1) x I, ausfillt. Insbesondere ist

/f((6,1)

fiir alle t € I;. Nach dem Satz tiber die Differentiation von Parameterintegralen (vgl. Abschnitt
19.4 der Vorlesung), ist

) 4
Vaf(Zo +rt)y,t) -+ af(fo +7(t)y, t)‘ dy < ng

tes /K oy S@.007



differenzierbar auf (a,b) und es gilt

(1) LA f(@,0)d + Vzf(Z,t) - g

fir alle ¢ € (a,b). Schlieflich gilt

3 S o
S FEAE + Vaf(#1) - = Vi (f(:a )= x“)

r(t)

fiir alle (#,t) € D. Nach dem Gauf’schen Divergenzsatz aus Abschnitt 20.7 der Vorlesung gilt
deshalb

—

3 = Lo T—T0 . L L1
— f(Z,t)dd + Vzf(Z,t) - dx:/ f(Z,t -1(Z)do (T
/I((fo,r(t)) 7(t) (1) (&1) 7(t) OK (Fo.r(t)) (&1) 7(t) (#)do(2)

fir alle ¢ € (a,b). Dies schlieBt den Beweis ab.

Aufgabe 59:

s

(a) Eine regulire Parameterisierung ® : (0,27) x (0,%) — R3 (bis auf die o-Nullmenge N =
{(0,0,1)}) der Flidche M ist durch

cos(p) cos(0)
D(,0) = | sin() cos(6)
fiir alle ¢ € (0,27) und alle 6 € (O, g) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle

Oberflachenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

fido((p,0)) = <gi 8(I)> (¢, 0)d(p,0)

— sin(p) cos(0) — cos(¢p) sin(0)

= cos(yp) cos(0) —sin(p)sin(0) | d(y,0)
0 cos(f

= cos(0)P(p,0)d(p,0)

~—

fiir alle (¢,0) € (0,2m) x (0, 5). Es gilt mit der Definition des Oberflichenintegrals (vgl.
Abschnitt 20.5 der Vorlesung):

2 1 cos(¢p) cos(0)
/ f(@) - i(Z)do(Z) = / / cos () cos(0) sin(0) - | sin(yp) cos(0) | cos(0)dpdd
M cos( cos(@) sin(¢) cos(0) sin(6)

) 2
- /0 /0 cos” (0) cos(p) + 2 cos(p) sin(p) cos® (6) sin(0)dOdep

s
2

= /0 cos?(0) [— sin(c,a)]:ij7r + cos®(0) sin() [sinQ(go)]w 2746 = 0



(b) Eine positiv orientierte Parameterisierung 7 : [0, 27r] — R? des Randes M von M ist durch

cos(p)
Y(p) = | sin(p)
0

fiir alle ¢ € [0, 27] gegeben. Es gilt
—sin(yp)

) = | cos(e)
0

fiir alle ¢ € [0,27]. Ferner liefert die ,Technik des scharfen Hinsehens“™, dass fir F :
R3 — R? definiert durch F(z,y,z2) = (%22, %y,y) fiir alle (z,y, z) € R3 die Gleichung
VxF=1,zzuxy)

fir alle (z,y,2) € R? gilt. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 20.8 der
Vorlesung):

| 1@ @@ = [ (VxP@)- i@
M M
Sk [ p(@) -5
L (@

- " (o ‘W,smw) - (— sin(p), cos(), 0)dp

/27r cos3(<p) sin(y) dy
0 2

1 =27
= 3 [cos4(g0)]:z:(2) =0

Aufgabe 60:

Klar: E(T) = 0. Ferner sieht man, wie in Aufgabe 52, mit Hilfe des Transformationssatzes

1 1 ou 2 2
E(t) = / <f,t>+Vu:E,t dz
Gy [ 250) + IV )H]

3 2
= CEZOE [ (G o - 000)) + 19t + o7 - 070 | a7
2 K(0,1) C ot

fiir alle ¢ € [0,7). Da der Integrand stetig ist auf der kompakten Menge F(ﬁ, 1) x [0,T], ist
er dort beschriankt. Nach dem Satz iiber Stetigkeit der Parameterintegrale (vgl. Abschnitt 19.4
der Vorlesung), ist F stetig in 0.

Wir berechnen mit Hilfe des Reynolds’schen Transportsatzes (vgl. Aufgabe 52) fiir jedes
t e (0,7):

E't) = —= /
dt 2 J i (z,c(1—1))

1 Ou 0u 0
frd - _’t hved t v — t X — t =
/K(:E‘O,C(T—t)) c ot @, )8t2 (@) + <6t u(, )> Vu(Z,t)dT

3 ! <8“<*t>>2+||v (@.1)|?
—= = | = (&, u(Z,
2 Jok @o,c(r—t)) |2 \ Ot

1 /0u. 2 . 2 -
2\ g @0 +IVul@, )| dz

c2

— —

r — X0

(T —t)
——

=i(T,t)

=~

(Z,t) do(Z)

=1



Nach der ersten Greenschen Formel (vgl. Abschnitt 20.8 der Vorlesung) gilt

/ (a Vu(z, )) Vu(@,)dF = - / (8u(x t)> Au(#, t)dF
K (#o,e(T—t)) \ Ot K (@o,e(T—t)) \ Ot
0 ou

+/ —u(Z,t) =—=—
OK (%o,e(T—1)) O ( )8n(x,t)

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Formel fiir E’(t) liefert:

o ou ) (L0
pa) = [ e (g @ - suE

=0

10 ou . ] 1 au 2 e .

Wegen
10 ou CS.U. |18 101 /0 2 )
(R ——" (7 -2 7 < Z || (7 7
et @] “E| L@ IV ol < § | 5 (gu@o) +Ivu@ol ]
fiir alle (7,t) € R3 x [0, 00), folgt E'(t) < 0 fiir alle t € (0,T). Also gilt 0 = E(0) > E(t) >0
fir alle t € [0,T), bzw. E = 0. Da u stetig ist, folgt damit u(a: t) = 0 fiir alle (Z,t) € C(Zo,T).
Aufgabe 61:

Nach dem Gaufischen Divergenzsatz aus Abschnitt 20.7 der Vorlesung gilt:
@) (@) do(@) = [ (V) @z
oC C

Es ist
(V- H@)=14+41=2

fiir alle Z € R3. Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten folgt:

/C(V-f) (Z)dz = / /2 Z/%pdsodpdz_@r/ [‘ﬂ :_:}2_2) dz:277/02(22)2dz

2 167
= 3 -2 0= 5
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