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Aufgabe 62:
Notiere C 3 z = z + iy mit (z,y) € R?, sowie f = Re(f) +ilm(f) = u + iv mit u,v : G — R,
Da f holomorph auf G ist, gelten die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen, also

<U>/(x y) = %('xay) %(%,y) _ %(%,y) %(%,y) _ %Z(xay) —%($,y)
v ’ %(l}y) %Z(xay) —%(m,y) %(l‘ﬁg) %(I‘,y) %Z(xay)

fir alle x + iy € G. Da nach Voraussetzung u oder v konstant ist, ist % = %Z = 0 oder
% = %Z = 0. In beiden Fillen ist f' = 0.

Sei zp € G fest und z € G beliebig. Da G, aufgefasst als Teilmenge von R?, ein Gebiet ist,
existiert ein Streckenzug S|zo, 21, . . ., 2m] € G mit z,, = z. Mit dem mehrdimensionalen Mittel-
wertsatz (vgl. Abschnitt 19.16 des Skriptes), existiert fiir jedes j € {1,...,m} ein§; € S[z;, zj_1]
und ein n; € S[zj, zj—1) mit

u(z;) —u(zj-1) = (25 — zj-1) - V) u(&;) = 0 bzw. v(zj) —v(zj-1) = ((2j — zj-1) - V) v(n;) = 0.

Damit u(2) — u(z0) = 371 u(2;) — u(zj-1) = 0 und v(z) — v(zo0) = 371 v(zj) — v(zj-1) =0,
bzw. f(z) = f(z0)-

g

Aufgabe 63:
Notiere C 3 z = z + iy mit (z,y) € R?, sowie f = Re(f) +ilm(f) = u + iv mit u,v : G — R,
Da f holomorph auf G ist, gelten die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen, also

<u)’ (o.y) = %(fv, ) %(x, WY _ %(x,y) %(x,y) _ %(aﬁ, ) —8%(96,31)
v ’ 87;):(‘%.7?4) yZ(fan) _87;;('%7?/) ﬁz(xvy) %(‘T,y) ?Z(xay)
fir alle z 4 iy € G. Mit der Voraussetzung folgt

v Ou . Ov ou
%(z) = 2u(z)%(z), sowie 8—y(z) = 2u(z)87y(z)

fiir alle z € G. Mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt
ou ov ou ov ou

) = 5,0 = 2u)5 () = —2u()g () = —4d ()5 (2)
ou ov ou o ou
37/('2) - _%(z) = 2“(2)%(2) = 2“(2)%(2) = —4u2(z)8—y(z)

fiir alle z € G. Damit ist Vu(z) = 0 fiir alle z € G. Da G ein Gebiet ist, ist u konstant auf G.
Mit Aufgabe 56 folgt, dass dann auch f konstant sein muss.

g
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Aufgabe 64:

a)

Wir zeigen, dass f nur z = 0 differenzierbar ist. Es ist

2 2 — _ _
— — 21 21
lim |2|* = |20] — lim (z+ 20)(z — 20) + 2Im(Zzp) — 9% ¢ lim m(Zzp)
Z—20 Z— 20 Z—20 zZ— 20 Z—=20 Z — X0
Fiir z, = 20 + 1/n gilt lim z, = 2y und
n—oo
21 2
n—00 1/n
aber fir z, = 2o + i/n ist
21 24
lim m(\zol + iz0/n) = —i2Re(20)
n—00 z/n

und beide Grenzwerte kénnen nur zg = 0 iibereinstimmen. Wir priifen noch den Fall zy = 0.
Es ist

et 2 N £
lim ———— = 1lim — = 1lim z=0
220 zZ— 20 z—z20 Z z—20

und damit ist f in zp = 0 differenzierbar.

Wir priifen die Differenzierbarkeit mit den Cauchy-Riemann DGL. f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
mit z = 2 + iy und 2,y € R und u,v : R? = R, dann ist fiir f(z) = Re(z) ==

ou

%(x,y) =1
gZ(m,y) =0
gz,(x’y) =0
gZ(x,y) =0

und damit ist f nirgends differenzierbar.

Um die Singularititen zu klassifizieren bestimmen wir die Nulstellen von z° — 423, Es ist
25— 423 = 23(2% — 4) = 23(2 + 2)(z — 2) und damit sind z = £2 einfache Nulstellen und
damit nach Vorlesung Pole 1. Ordnung und z = 0 ist eine dreifache Nulstelle und damit
nach Vorlesung ein Pol 3. Ordnung.

Beachte es ist
g2(2) = zcot(2)? = z(1/sin?(z) — 1)

und sin?(z) = 0 genau dann wenn z € nr fir n € Z. Wir bestimmen die Ordnung der
Singularitdt und unterscheiden die Félle z = 0 und z # 0. Wir beginnen mit z € nx fiir
n € Z\{0}. Wir vermuten, dass es sich um einen Pol 2. Ordnung handelt, da wir duch sin?
teilen und sin um z = n7 in erster Naherung linear ist. Es ist durch substistution u = z —nnw

Zli}?rllﬂ(z —nm)?2(1/sin?(z) — 1) = }ng% u?(u — nm)(1/sin’(u — nx) — 1).



Daher reduziert sich das Problem darauf den Grenzwerz lim u)Q zu bestimmen. (Mul-
u—r

sm(
tipliziere den Ausdruck oben aus und iiberlege was im Grenzfall noch unklar ist) Beachte
L’hospital haben wir fiir holomorphe Funktionen nicht besprochen. Es ist aber trivialerweise

u? o (sin(u)—sin(())

lim —%_ —
w50 sin(u)? by u—~0

-2
> = cos(0) 2 =1
mit der Definition der Ableitung und der Information, dass =2 bei = 1 stetig ist. Es
bleibt zu zeigen, dass
lim (z — nm)tz(1/sin?(z) — 1)

Z—nm

divergiert um zu folgern, dass es sich nicht um einen Pol 1. Ordnung sondern um einen Pol
2. Ordnung handelt. Das Problem reduziert sich wieder auf die Frage ob

lim u/ sin®(u)
u—0

existiert. Analog zu eben ist

sin(u) ! = lim u——O sin(u) !

. n2(w) = 1i
im u/ sin”(u) 1m u—0 sin(u) — sin(0)

u—0 u—0 sin(u)

Beachte der Bruch konvergiert wie eben gegen 1, ist also beschrinkt aber sin(u)~! divergiert,
also divergiert auch das Produkt. Es handelt sich insgesamt um einen Pol 2. Ordnung.

In diesem Fall handelt es sich um eine isolierte Singularitdt bei z = 1. Die Singularitét ist
weder hebbar noch ein Pol nter Ordnung. Es handelt sich ume eine wesentliche Singularitét.
Dies sieht man einfach da nach der Defintion der exponential Funktion

o0

Znil—z o

und damit divergiert

. k %Z_ - 1 . —-n
liny(1 = et = 35 20— o) 1)

fiir jedes feste k € N. Damit kann es sich nicht um einen Pol kter Ordnugn handeln. Die
Singularitit ist trivialerweise nicht hebbar und damit ist es eine wesentliche Singularitét.

Aufgabe 65:

Es sei fiir alle Teilaufgaben u = Re(f), v = Im(f). Komplexe Differenzierbarkeit in z =
x + iy ist dquivalent zur reellen Differenzierbarkeit und Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen-
Differentialgleichungen in z (vgl. Abschnitt 22.3 des Skriptes).

(a) Esist

Ulry) = cosla)cos(y)
Fy(m,y) = —sin(z)sin(y)
5, &Y = sin(z) cos(y)

8@(%, y) = cos(z)sin(y)



(c)

fiir alle z € C. Es folgt

g—Z(x,y) = gZ(m,y) < cos(z) cos(y) = cos(zx) sin(y) < (cos(x) = 0) V (cos(y) = sin(y))

& ($Eg+7rZ)\/(y€£+7TZ)
gZ(x,y) = —%(m,y) < sin(z) sin(y) = sin(z) cos(y) < (sin(z) = 0) V (sin(y) = cos(y))

=3 (J:EWZ)\/(yequwZ)

fiir alle z € C. Also ist f genau auf A = {z € C: Im(z) € T + 7Z} komplex differenzierbar

und es gilt f/(z +iy) = %(m,y) + ig—g(x,y) = cos(x) cos(y) + isin(z) cos(y) fiir alle z € A.

T

Da fiir kein z € A und kein ¢ > 0 die Relation K(z,¢) C A gilt, ist f auf keinem Gebiet
G C C holomorph.

Es ist gilt fiir alle z € C\ {0}:

2z 22472 22—y +i2xy+a?—y? —i22y 2 —y?
zZ oz 2] ety Tty
Folglich ist
2,2y _ 2 _ .2 2

@(iﬁ;y) _ 221:(3: +y2) 2233(237 y):8x 2y i

Ox (22 +y2?) (2 +y?)?

o -9 2 2 ) 2,2 2
Qi) = 2 yatty) — 2@ty g @

dy (22 +y)? (22 +y?)?
v

— =0

5 & Y)

ov

i )

8y(w7y)

fiir alle z € C\ {0}. Es folgt weiter

ou ov y?

8x<m’y)_87y(x’y) A 8'7"( 2+y2)2_0<:>($:0)\/(y:0)
ou ov x?
hund 2 8 =0 =0)V(y=0
8y(x,y) 5 Y € YT 1 ) ©(@=0)V(y=0)

fiir alle z € C\ {0}. Also ist f genau auf A = {0# z€ C: (Re(z) =0) V (Im(z) =0)}
komplex differenzierbar und es gilt f/(z + iy) = g—;‘(m, y) + ig—z(x, y) =0 fiir alle z € A. Da
fiir kein z € A und kein € > 0 die Relation K (z,e) C A gilt, ist f auf keinem Gebiet G C C
holomorph.

Es ist gilt fiir alle z € C\ {0}:

1+ 1) Im(z2 1+1i)x T . T
f(z):( )2( ):2(2 )2y:22y2+122y2
|z z+y ?+y e +y




Folglich ist

ou y(z? +9?) — 22%y y? — a2
PG 2 ,2)2 =Y e 22
Oz (# +y?) (2% +y?)
—ou(z? 4 u2) — 22 — o2 2 _ 2
Qu = QW@ ) —E =), ety
Oy Ox (22 +y?)? (22 4 y2)?
ov ou y? — 22
%(x,y) = %(957:9)—2 m
ov ou 22 — g2
_— = _ g 2 S
ay(ﬂv,y) ay(aw) T TR
fiir alle z € C\ {0}. Es folgt weiter
ou ov y2 — 1'2 1'2 _ y2
%(9379) = afy(%y) 2y (22 + y2)2 =2z (22 + 42)2 & —y(z® — ) = a(z® — )

(z=-y) V(@ =y") & |z| =y

ou ov

l’Q—yQ y2—1‘

— 2 2\ _ 2 2
2 T W e O ) =yt )

(A

(z=y)V (@ =y’ < |z| =y

fiir alle z € C\ {0}.

i)-2
Betrachte z; = (1+1) (). Klar: z;, — 0 und f(z;) = (HQ) B2 = (141) A 0= f(0). Also ist
K2

k
f unstetig bei 0 und erst recht nicht komplex differenzierbar bei 0.

Also ist f genau auf A = {0# z € C: Re(z)? =Im(z)?} komplex differenzierbar und es
gilt f/(z +1y) = 2 (z,y) + ig—Z(m,y) = 0 fiir alle z € A. Da fiir kein z € A und kein € > 0
die Relation K (z,e) C A gilt, ist f auf keinem Gebiet G C C holomorph.

Aufgabe 66:
(a) Es gilt

=
—_~
~—~
~

~~

2
N~
~
I
—

2
W~
~
I
|
—_

~— — ~——

2

fiir alle t € [0, 1]. Nach der Definition des komplexen Kurvenintegrals (vgl. Abschnitt 22.5
des Skripts) ist folglich

/\z\zdz = \z|2dz+/ \z|2dz+/ \z|2dz+/ |2|* dz
Y 71 72 3 Y4
1 1 1 1
= /t2-1dt+/(1+t2)-idt+/((1t)2+1)-(1)dt+/(1t)2-(i)dt
0 0 0 0

1 1
- /2t—2dt+i/ 2tdt = [¢2]\, —2+1[t%],
0 0

= —1+i.



(b) Es gilt
V() =(1+1)
fiir alle ¢ € [0, 1]. Nach der Definition des komplexen Kurvenintegrals (vgl. Abschnitt 22.5
des Skripts) ist folglich

1
2
/|z]2dz:/ 2t2 . (14 1)dt = (1 +1)=.
v 0 3

(c) Esist

) s U
z — (2k +1)!
fiir alle z € C\ 0. Die obige Potenzreihe hat Konvergenzradius R = oo (vgl. HM1). Nach
Abschnitt 22.4 des Skriptes ist die Funktion f : C — C, definiert durch

o (DF
f(z) = kzo o 1)!2;2’“

fiir alle z € C, holomorph auf C. Da v einfach geschlossen und C einfach zusammenhéngend
ist, gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz (vgl. Abschnitt 22.6 des Skriptes)

LSinjz)dz = [Yf(z)dz = 0.

Aufgabe 67:

(a) Es gilt
y(t) =1+ 2it

fiir alle ¢ € [1,2]. Nach der Definition des komplexen Kurvenintegrals (vgl. Abschnitt 22.5
des Skripts) ist folglich

2 2 2 2 42 31172 7
/zdz:/ (t—it2)~(1+2it)dt:/ t—|—2t3dt—|—i/ t? = [ +} +i [] =9+i-.
¥ 1 1 1 2 2 t=1 3 t=1 3

(b) Es gilt ‘
7' (t) = iRe"

fiir alle t € [0, 27]. Nach der Definition des komplexen Kurvenintegrals (vgl. Abschnitt 22.5
des Skripts) ist folglich

K K 2w K o
K k=0 77 k=0 0 P 0

Fir k£ = 1 ist fo% e=Rtdt = 27, Fiir k # 1 ist —l%kei(l_k)t eine Stammfunktion von

e!(1=F)t und folglich ist

2 . 1 . t=2m
/ ARyt — [ el(l—k)t] _o.
0 1-k =0

Deshalb ist f7 p(2)dz = iRa; R'2m = 2iR%a;.



(c) Betrachte

2 2 2
/ e cos(t 4 cos(t))dt + i/ e gin(t 4 cos(t))dt = / e~ sin®)
0 0 0
(cos(t + cos(t)) + isin(t + cos(t)))dt
2
_ / o sin(t) i(t+eos(t)) gy
0

3

27
_ / e sin(t)+icos(t) eitdt

o
N

_ / " ei(cos(t)+isin(t) et dt
0

27 i
i
= / ele eltde.
0

Definiere (t) = e fiir t € [0,27] und f(z) = €** fiir z € C. Dann ist f holomorph auf dem
einfach zusammenhingenden Gebiet C und ~ einfach geschlossen. Nach dem Cauchyschen
Integralsatz (vgl. Abschnitt 22.6 des Skriptes) ist der Wert des obigen Integrals deswegen

27 o
/ ettt = —i/ f(z)dz = 0.
0 v
Da fiir 2 € C die Aquivalenz z = 0 < Re(z) = Im(z) = 0 gilt, muss
2m )
/ e~ cos(t + cos(t))dt = 0 und
0
2m )
/ e gin(t + cos(t))dt = 0
0

gelten.
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