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Aufgabe 68:

z

(a) Der Integrand f(z) = oDz Pesitzt eine einfache Polstelle bei zp = 1 und eine dop-
pelte Polstelle bei z; = —3. Da nur zp vom Integrationsweg umlaufen wird, liefert der
Residuensatz aus Abschnitt 22.12 des Skriptes

e* .
L i s = st )

Das Residuum berechnet sich nach Abschnitt 22.13 des Skriptes zu

Res(f,20) = lim (z — 20) f(2) = <.

Z—20 42
Insgesamt ist also f‘z|:2 mdz - i%ﬂ.

z

(b) Wir berechnen die Laurententwicklung von g(z) = e7==. Es gilt

S B . | — (—1)F 1)k
ooy =z = =1 Y e
k=0 )

fiir alle z € C\ {1}. Die isolierte Singularitit bei zp = 1 wird vom Integrationsweg ein Mal
umlaufen. Der Residuensatz aus Abschnitt 22.12 des Skriptes liefert

/ eT=dz = 2ri Res(g, 20)-
|z|=2

Das Residuum ist der Koeffizient von (z — 1)~! in der Laurentreihe, also Res(g, z) = —2.
S ; T2y — _ 2mi
Insgesamt ist also f‘z|:2 el—=dz = — 20,

(c) Der Integrand h(z) = ji; besitzt eine einfache Polstelle bei zyp = 7. Diese wird vom

Integrationsweg ein Mal umlaufen. Der Residuensatz aus Abschnitt 22.12 des Skriptes liefert

/ 4z =2rmi Res(h, zp).
|

2|=4 % T

Das Residuum berechnet sich nach Abschnitt 22.13 des Skriptes zu

Res(h, z9) = lim (z — z0)h(z) = o ——
Z—20
Insgesamt ist also f‘zljl %dz = —2ir?.
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Aufgabe 69:

(a) Der Integrand f(z) = W besitzt einfache Polstellen bei zg = 1, 21 = —2 und
zg = —i. Da alle Polstellen vom Integrationsweg ein Mal umlaufen werden, liefert der

Residuensatz aus Abschnitt 22.12 des Skriptes

2z _
/8G (z—=1)(z+2)(z+1) dz = 27i(Res(f, z0) + Res(f, z1) + Res(f, z2)).

Die Residuen berechnen sich nach Abschnitt 22.13 des Skriptes zu

. 2 1-1
Res(fiz0) = Jim (= = 20)f(2) = 5755 = 5
. —4 A(2 +1)
_ 9 i(1—i) (1+i)2+1) 1+3i
R = ]. — = = = o
es(f, 22) Jim (== 2)/(z) (Ci—D)(=i+2) 2-i 5 5
Insgesamt ist also f‘z|:2 mdz =0.
(b) Der Integrand g(z) = m besitzt eine einfache Polstelle bei zg = 1 und eine doppelte
Polstelle bei z; = —3. Da alle Polstellen vom Integrationsweg ein Mal umlaufen werden,

liefert der Residuensatz aus Abschnitt 22.12 des Skriptes

/ o <—1><+s>d = 2mi(Res(g, z0) + Res(g, 21)).

Die Residuen berechnen sich nach Abschnitt 22.13 des Skriptes zu

: e
Res(g,20) = Zlglzlo(z —20)9(2) = 16
L d 9 L ez(z—l)—ez_ 5e~3
Res(g.m) = Jim (=== = fm = =~
Insgesamt ist also f‘z|:9 mdz = T(e—5e7?).
(c) Wegen 1
2 2

h(z) =

i = o)k = )1
oY G -1 i Yy
fiir alle z € C\27Z, hat h eine hebbare Singularitét bei zg = 0. Der Integrationsweg umlauft

2o ein Mal. Alle weiteren isolierten Singularitéten von h bei z, = 27k mit k € Z\ {0} werden
nicht umlaufen. Mit dem Residuensatz folgt

z
. dz = 0.
/z|1 ez 1 z

Aufgabe 70:
(a) Es gilt




fiir alle 0 < |z — i| < 2. Ferner gilt

1 1 1 1 R 2—i\F & (z —i)¥
dHi z—it2 21— z—i)zzi’z::(l)k< 2i > :Z(*l)k(m)’f+1

2i k=0

fiir alle |z — i < 2 (geometrische Reihe). Insgesamt folgt

CO* i ke N,

2(2i)k+1
ag =143 fir k = —1,
0 sonst ,
fiir alle k € Z.
Es gilt
22 22
9(z) = 2 22 SN2 : )2
(22 4+ a?) (z +ia)?(z — ia)
fiir alle z € C\ {ia, —ia}. Also sind zp = ia und z; = —ia zweifache Polstellen von g. Nach

Abschnitt 22.13 des Skriptes, berechnet man

. d 9 L 22(z +ia)? — 22%(z +ia) i
Restg, 20) = lim 72(x = 20)°(=) = lim == =57 =i

Sei nun R > a, vf : [-R, R] — C definiert durch 4¥(t) = ¢ fiir alle t € [~ R, R], sowie
AEE(t) 1 [0, 7] — C definiert durch v4¥(t) = Re® fiir alle ¢ € [0, 7]. Ferner sei vt = 4f 4+ ~£.
Die isolierte Singularitiit zg von g wird von 4% ein Mal umlaufen, wihrend z; nicht umlaufen
wird. Mit dem Residuensatz folgt

/ g(z)dz +/ g(z)dz = / g(z)dz = 2miRes(g, z0) = .
+R R R 2a
1 2

Klar fvﬁ g(2)dz B2 = [ %o da. Bs ist L(yF) = 7R, sowie

oo (z2+a?)?

RQeQit R2
t))| = - <
l9(v(2))] ‘(Rzezlt Ta2)?| = (B2 a2)2
fiir alle ¢ € [0, 7]. Nach Abschnitt 22.5 des Skriptes gilt
R R TFR?) R—o00
9(2)dz| < L(vg") max {lg(2)] : 2 € % ([0,7])} < 755 0.
3 (R? — a?)

Es folgt somit

o z? T
Praer® =5
oo (@2 4+ a?) 2a



Aufgabe 71:

(a) Es gilt
1 1 1
L s BT Py
fir alle 0 < |2| < 1. Ferner gilt
1 1 =
-1 1-z Z :
k=0
fiir alle |z| < 1 (geometrische Reihe), sowie
1 1 R
-2 2 % Z ( )
k=0

fiir alle |z| < 2 (geometrische Reihe). Insgesamt folgt

-5 +2 (1)

keZ
fir alle 0 < |2| < 1 mit
1-— 2k+2 fir k € Ng,
ag = % fir k = —
0 sonst

fiir alle k € Z.

Zunéchst beobachtet man, weil das Integral im Lebesgueschen

/0°° (cos(x)

1 cos(z)
1+ 22)3

2 /Z (1+a22)3

d
o 2
R
lRe < lim /
2 R—o0 —R(

ir
1+ a2

el?

~ )33

iz

e
(1422)3

Sei g(z) =

dx = %Re </
).

z —E akzk

Sinne existiert, dass

o0 1r

r
ESE 2)3dx>

(e

. Die isolierten Singularitdten von g sind also zg = —i und

z1 = 1. Bei beiden handelt es sich um hochstens dreifache Polstellen. Fiir das Residuum
Res(g, z1) von g in z; gilt deshalb nach Abschnitt 22.13 des Skriptes

d2 1 d2

iz

J— 3 = i e
Res(g,z1) = lim 5595 (=207 = Im o oy
. 1/d ie* e
= 11m
a2 \dz (z41)3 (2 41)
1 e iel? e e
21“12< GHi? G0l et <Z+i)5>
1 i 61 12i
2 8¢ 16e  32e
T
- el6



Seien R > 0, S > 1 und

W i [~R,R] =
’yéR’S) :[0,S] — C
W [-R,R) = C

viR’S) :[0,S] — C

C

t Vte|-R,R]

—R+it, Vtel0,9]
t+1iS, Vte|[-R,R]
R+i(S—t) Vtelo,S].

Da v1 — 73 — 72 — 71 positiv orientiert, einfach und geschlossen ist und genau die isolierte
Singularitét z; (also nicht zp) von g umlauft, gilt mit dem Residuensatz aus Abschnitt 22.12

des Skriptes

R eiac /
A1 2p= 92dz:/92d2+/gzdz+/gzdz+27riResg,z.
/_R<1+x2)3 " ) 2 ) 3 * g ) (g )
Es gilt mit der Abschéitzung aus Abschnitt 22.5 des Skriptes
R,S R,S
/%R’S) g(z)dz| < L (’yé >) -max{\g(z)y L2 e >([o,5])}
2
= somax{ g4V @)] s te 0,51}
o— Rt
pu— S .
el0.5) | (—R + (t — D3R+ (¢ + D)D)
e It Se— R
- S - max 3 3 S T
OS] |=R+ (t = Vi - [-R+ (t+ 1)i]> — 2R
R,S R,S
|/¢Rf> o)zl < L") max{lg(2)] - = € (R R}
3
o—S+it
pu— 2R .
tel Rl | (E+ (S — DDP(E + (S + Di)?
< 929R-— _<92R-——
< R(S—1)3—RS3’
R,S R,S
[t < L) et =005}
4
AR~ (S—1)
= S .
S R (S—t—DIPR+(S—t+ i)
(S*é):‘r g e T B IS
= relos] 2R3 2R

Fiir S = R folgt damit (,,Exponentialfunktion gewinnt gegen Polynome*)

R
/<R7R> g(z)dz, /(R‘R) g(z)dz, /(R,R) g(z)dz —= 0.
T2 3 T4

Damit folgt die Behauptung

/ cos(z) 3da: = ( lim
0 ( R—o0

1
Ata27 - Re

2

6133

[wse

dx) = %Re (2riRes(g,21)) = Re <

Vs

el6

>_

_m
el6’



Aufgabe 72:

Zunichst sei festgehalten, dass

/_OO ‘e_(“ra)xQ = /_OO e dg = \ﬁ/—oo eyzdy = NG = g < 0

fiir alle € > 0 gilt. Also existiert das Integral im Lebesgue-Sinne und, wegen der Punktsymmetrie
des Integranden, gilt

e 00 R
/ e~ (+9)2% 4g — 2 / e (4977 4p = 2 lim [ e (F9)e%qy
—00 0

R—o0 0

definiert durch v{(t) = wt fiir alle t € [0, R], ¥4 : [0, |w| R] — C definiert durch ~4 (t)
fiir alle ¢ € [0, |w| R], sowie 74 : [0, ¢g] — C deﬁmert durch v£(t) = R|w|e. Da f(z) =
holomorph ist, gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz:

B2 1 > 1 >
/ e~ (ita)a gy — / P wdz = / Fdr = — / 7 dz+/ #dz
0 f w v5t

1
1 |w|R i|lw| R 2 2it
= / -2 dz + — e dy = / e_z2d$+’|/ e~ BPlwl e it gy
73 W g wJo
%,_/

Sei nun R > 0 fest, w := Ve +1i, 0 < g := Arg( ) < Z. Ferner seien 7{® : [O,R] — C
t
2

R—o0 @
Wegen
17 /900 6_R2|w|262it61tdt‘ < R/SOO 6_RQ|u)|2(cos(2t)—‘,—isin(2t) dt
w 0
_ R/Lpo —R2|w|? cos(2t)dt
cos fallend auf [O,g] 5
< R / —R2|u? cos(2¢0) gy
,—/A , .
< ZRe—R2|’w| cos(2¢pg) I'Hospital |
ist
o
lim e~ (1+9)2% 10 — lim \/> \/> 1-—1i)
e—0+ J_ oo e—0+ \ e +1
Aufgabe 73:

(a) Der Weg ~ = 71 —|— Y9 — 73 ist einfach und geschlossen. Die Funktion f : C — C definiert
durch f(z) = =2 fiir alle z € C ist holomorph. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

F)dz+ | f)az— [ fz)dz = / F(2)dz = 0.

7 72 73

Dies impliziert die Behauptung.



(b) Es gilt nach Definition des komplexen Kurvenintegrals:

/ e dz iR / —RP ity < R / !
Y2 0

_ R/g €_R2008(2t)dt—|— R/zlr 6’_R2 cos(Qt)dt
0 Ly

8

—R2(cos(2t)+isin(2t) )‘ dt = R/4 67R2 cos(2t)dt
0

< R/8 e~ R eos(F)qr + sin\/(;;) R/4 e~ R% cos(2t) 44
0 7 5
< 8R —RRE \fR/ sin(2t)e 7 cos(20) qy
B
— RQ\f \[ R? cos(2t) =1 T o, —R2¥2 @ _—R?¥2] R—ooo
- R +2R[ ]t_g_gRe 2+2R{1 € 2} » 0

f(z)dz = /ORe_x N \QF

R . : R : R R
‘o iz 1 . 1
f(z)dz = €'t / et = + l/ e W dt = t1 (/ cos(t?)dz — i/ sin(t2)dt>
3 0 V2 Jo v2 \Jo 0

Mit den Ergebnissen der Aufgabenteilen (a) und (b) folgt:

& 1
/ cos(z?)dz = \/?
0 2V 2

o0
1
/ sin(z?)dz = = T
) 2\ 2
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