Institut fir Analysis SS21
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Hohere Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik
Losung zum 13. Ubungsblatt

Aufgabe 74:
Wir arbeiten den Folgenden Plan ab:
e Es ist % = Ime%z =: f(x) fir alle x € R. Die einzige isolierte Singularitdt von f :

C\ {0} — C definiert durch f(z) = % fiir alle z € C\ {0} ist 2o := 0.

oo sin(z)

e Aus HM1 ist bekannt, dass das uneigentliche Integral [ oo~ 2 dx konvergiert und folglich

gilt fiir seinen Wert (Grenzen diirfen symmetrisch gewéhlt werden)

0o s R ..
/ 78111(%) dr = lim 751n(x) dx.
) T R—o0 _R T

e Sei R > m. Wegen der Linearitdt des Integrals gilt

R —T o T o R .-
/ sin(x) e :/ sin(x) e +/ sm(:z:)dx +/ sin(x) .
—R X —R X - X T X

Es ist Smxﬂ > 0 fiir alle |x| < 7. Nach dem Satz iiber die Monotone Konvergenz (vgl.
Abschnitt 19.4) der Vorlesung gilt

o Cp T
/ sin(x) dz = lim </ sm(:):)dm +/ sin(x) dm) .
w X p—0\J_ . PR

e Seien nun fiir den Augenblick R > 7 > p fest gew#hlt. Dann gilt
—P o R _; iz iz
/ sin@) g, 4 / sin(@) g, _ Im< S P / edz)
—-R z P x 71 z 2 #

e Der Weg 71 + v, + 72 + 73 + 74 + 75 ist einfach, geschlossen und schliefit keine isolierten
Singularitdten von f ein. Folglich gilt

[ genet [ gene=- (L F(2)dz + L F(z)dz + L F(2)dz + L f(z)dz) .

e Wir schitzen die Integrale iiber v; mit j € {3,4,5} mit der Standardabschétzung

L f(2)dz

mit ’

< L(y)max {|f(2)|: z € v([a,b])}
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aus Abschnitt 22.5 des Skriptes ab zu

4 P el(fi+it) s et _ S
@ s S e e | SN R S R
d 2R Gl P
<
| JEdz) < 2R e NSy S
CA(RH(S—1) S g
d _— < S < —
- f(z)dz oS |R+i(S—0)| =" ws) R - R

ab. Mit der Wahl S = /R folgt demnach

F)dz | f)de, / f(z)dz 220,
Y4 Y5

3
Es bleibt das Integral — f% f(2)dz im Limes p — 0 zu bestimmen. Es gilt

f(z)dz = i/ R i/ e—Psin(t)+ipcos(t) gz
0 0

Tp

Der Betrag des Integranden

‘e—psin(t)—‘ripcos(t)’ _ e—psin(t) <1

ist iiber [0, 7] beschrénkt. Nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz (vgl. Abschnitt
19.4 der Vorlesung) gilt deshalb

T T
lim e~ P sin(t)Jripcos(t)dt — lim e—” sin(t)Jripcos(t)dt - .

e Damit gilt zusammenfassend

o R
[ = (L) =i ([ o o)

= —Im (}21310;1)1_1%/ f(z)dz + . f(z)dz + 5 f(z)dz + . f(z)dz>
= —Im ([hm/ f(z)dz| + hm [ f(z)dz+ | f(2)dz+ f(z)dz})
p=0 73 Y4 ¥s
= —Im ( im ) = TT.
—0

Aufgabe 75:
Wir arbeiten den Folgenden Plan ab:

e Fiir alle x + iy = z € C gilt

cosh(z) — e* —|—2e*2 _ erHy —1—269”1?1 _ e®(cos(y) +isin(y)) gex(cos(y) — isin(y))

= cos(y) cosh(z) + isin(y) sinh(z)




Folglich ist

cosh(z +iy) =0

Deshalb ist f : C\ ir (3 +Z) — C definiert durch f (z)% holomorph und ir (3 + Z)

cosh
ist genau die Menge der Isolierten Singularitdten von f.

1
cosh(x)

S| L |
———dz= 1l dzx.
/_Oo cosh(x) . Rl—r>rc1>o _p cosh(x) .

Fiir den Integranden gilt > 0 fiir alle z € R. Folglich gilt

Sei fiir den Augenblick R > 0 fest gewahlt. Dann gilt
B
——dz = d
/R cosh(z) v - f(2)dz,
mit dem Weg 7 : [-R, R] — C, definiert durch v, (¢t) =t fiir alle t € [-R, R].

Wir schlielen nun den Weg im Komplexen durch

v : [0, = C o) = R+it,
v3:[-R,R] = C ~3(t) = im—t,
Y4 :[0,7] > C mu(t) = —R+i(mr—1)

ab.

Der Weg 1 + 72 + 3 + 74 ist einfach, geschlossen und positiv orientiert. Er schliefit genau

eine isolierte Singularitét 29 := i5 von f ein. Folglich gilt nach dem Residuensatz

[n f(z)dz + . (z)dz = 2miRes(f, z0) — ( . f(z)dz + f(z)dz) )

V4

Wir schitzen die Integrale iiber v; mit j € {2,4} mit der Standardabschétzung

A f(2)dz

aus Abschnitt 22.5 des Skriptes ab zu

< L(y)max {|f(2)] : z € v([a,b])}

2 27 R—o0
. f(z)dz] < thl[gi] R o Rt S gR_ (R 0,
f(2)dz| < 7 max . 2 . < 2n Umt Ny}
~a - te[0,m] e~ R+i(m—t) 4 oe—(—R+i(n—t) | = g — ¢—R




o Wegen
it | —im—t  _t ot
cosh(ir +t) = ¢ +2€ — 5 c - cosh(t)

fiir alle t € R, gilt

R 1 B
. f(z)dz = —/Rmmwdt:/R(mwdt:/nf(z)dz.

Damit ergibt sich

[ e =minestsoz) — 5 ([ sz [ ene) £ miness ).
71 2 Y4
e Wegen cosh’(z) = sinh(z) fiir alle z € C und

1 i
ez —e 2

. . LT .
sinh(zp) = sinh <1§> =——=1#0,

folgt nach Abschnitt 22.13 (b) des Skriptes

1 1
cosh’(z) 1

& 1
/_OO cosh(:r)d:E -

Res(f, z0) =

e Zusammenfassend ergibt sich

Aufgabe 76:
(a) Da f; eine gerade Funktion ist, ist B (f1) = 0 fiir alle k € N. Fiir k£ = 0 ist

i) == [ o0 D= 5 [Crae= 1,

- 2am J_, us

wahrend fiir k € N

1 /[~ 1 a 1 ) — sin(ak
an(f1) = 71_/ cos(k - t)fi(t)dt = 5o cos(kt)dt = Py [sm(k:t)]i:_pi = al(<:7r )

gilt.

Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

i A0 = St
tggl_fl(t) = fi(to)—,
h) —

hl_i>rg+ filto + )h f1(to)+ —. f{(to)‘i',
h _ —

i filto + )h filto) = _ Fl(to)—

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ¢35 nach Abschnitt 22.9 der Vorle-
sung gegen (fl(to)—’_);(fl(to)_). Insbesondere stellt die Fourier-Reihe fiir jedes ¢t € (—m, 7] \
{—a,a} die Funktion f; dar, da f; dort stetig ist. Fiir ¢ty € {—a,a} gilt

(filto)+) + (filto)—) _ 1

(Sn f1)(to) = 5 =1

Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichméflig sein, da die Grenzfunktion unstetig
bei —a und a ist.

lim
N—oo



(b) Da fo eine gerade Funktion ist, ist Si(f2) = 0 fiir alle £ € N. Fiir £k = 0 ist

ao(fs) = i/ﬂ cos(0 - £) fo(£)dt = 72T/07T|cos(t)\dt: % </02cos(t)dt—/:rcos(t)dt>

= 2 (bn@)=F -~ sm]S3) = =

m s

Fiir ag(f2) mit & € N berechnen wir mit dem Phéniz-aus-der-Asche-Trick vorbereitend
eine Stammfunktion von

/cos(t) cos(kt)dt = sin(t) cos(kt) —i—k/sin(t) sin(kt)dt
S~

u! v

Fir £ =1 ist also
1
/0082(t)dt = sin(t) cos(t) + / 1 — cos*(t)dt = /COSZ(t)dt =3 (t + sin(t) cos(t)),

fiir £ > 1 fithrt eine weitere partielle Integration auf

sin(t) cos(kt) + k /si\n@sin(kt) dt = sin(¢t)cos(kt) + k <— cos(t) sin(kt) + k / cos(t) cos(kt)dt)
1

= /cos(t) cos(kt)dt = 12 (sin(t) cos(kt) — k cos(t) sin(kt)) .

Damit folgt dann fiir jedes k > 1

anlfs) = + / " cos(t)] cos(kt)dt = % /0 " lcos(t)] cos(kt)dt

m —Tr
2 ( (> i
= — (/ cos(t) cos(kt)dt—/ cos(t) Cos(kt)dt>
m 0 g
_ 2 ,- (k) — ke cos(®) sin(kB) 3 — Tsi (t) — T
= ([sm(t) cos(kt) — k cos(t) sin(kt)]Z — [sin(t) cos(kt) — k cos(t) sm(k:t)]g)
2 T T 4 s
) (COS (ki) o (%)) (- k2) " (ki)
0 flir k=4m —3
4 . o .
0 firk=4m—1

Wegen 1 =4 — 3 und
2 jus
a(fa) = — (/2 cos?(t)dt —
0

™

™

cos2(t)dt>

o

us

= % [t + sin(t) COS(t)]i;g — [t + sin(t) cos(t)]f;% =0

gilt die obige Formel fiir alle k € N.



Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

i P = Allo)
tgg)lifg(t) = fa(to)—,
h _
W R )h RO . ot
h _ —
i fa(to + )h falto)—  _ Fi(to)—

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ty nach Abschnitt 22.9 der Vor-
lesung gegen (fQ(tO)+)+(f2(t°) ). Da die periodische Fortsetzung von fy, wegen fao(mw) =
limy, 4 fo(t) = 1, stetlg ist, stellt die Fourier-Reihe fiir jedes t € (—m, 7] die Funkti-

on fo dar. Wegen
=1
Z |ak f2 S Z 72 0,
k=1

ist }; € 11(Z) und nach Abschnitt 22.8 der Vorlesung konvergiert (Sy(f1))nen gleichmiBig.

SEFS

(c) Da f3 eine ungerade Funktion ist, ist ax(f3) = 0 fiir alle k& € No. Fiir Si(f3) mit k € N
berechnen wir mit dem Phoniz-aus-der-Asche-Trick vorbereitend eine Stammfunktion von

/sinh(t) sin(kt)dt = cosh(t)sin(kt) — k/cosh(t) cos(kt) dt
——— —— ——— ——

u’ v u’ v

= cosh(t)sin(kt) — ksinh(t) cos(kt) — k> / sinh(t) sin(kt)dt

= /sinh(t) sin(kt)dt = 1 +1k2 (cosh(t) sin(kt) — ksinh(t) cos(kt)) .

Damit folgt

L[ —g 7Tsin sin
Bu(f) = = [ sin(kn)fs)at = = [ sin(he) simbo)ar

—Tr

= 2 : . » _ 2sinh(m) (—1)k+1g
= [cosh(t) sin(kt) — ksinh(t) cos(kt)]] = — T

Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

S S0 = Jlio)t,
tgglifg(t) = f3(to)—,
h _
s bt )h PO . ot
—h) — —
i = )h LU= g+

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche tg nach Abschnitt 22.9 der Vorle-
sung gegen L2(t0)+ ;(f 3(0)=) Tngbesondere stellt die Fourier-Reihe fiir jedes ¢ € (—m, 7 \{m}

die Funktion f3 dar, da f3 dort stetig ist. Fiir tg = 7 gilt
sinh(7) + sinh(—m)
2

Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichméflig sein, da die Grenzfunktion unstetig
bei 7 ist.

=0.

Nﬁjnoo(szvf?a)(to) =



(d) Es gilt

1 1 1 1 1 1 1 1
YA L2y L2 L enc2(1)) — & S (1) —ain2(4)) — —_
sin“(t) = 5 Sin (t)+2 sin®(t) 5 Sin (t)+2(1 cos“(t)) 5 2(cos (t)—sin“(t)) 55 cos(2t)
fir alle ¢ € R. Da Fourier-Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, folgt durch Koeffizien-
tenvergleich, dass Bi(fs4) = 0 fiir alle k € N, ap(fs) = 1, a1(fs) = 0, aa(fs) = sowie
ak(fa) =0 fiir alle & > 2.

1
-3

Da in diesem Fall die Fourier-Reihe eine endliche Summe ist, konvergiert sie iiberall (gleichmé&Big)
gegen fi.

Aufgabe 77:
(a) Da f; eine gerade Funktion ist, ist Si(f1) = 0 fur alle k € N. Fiir k£ = 0 ist

ool f1) = % / " cos(0 - 1) [sin(t)|dt = 2 /0 "sin(t)dt = 2 [~ cos(t)]=1 = 2.

- T us us

Fiir ag(fi1) mit & € N berechnen wir mit dem Phdniz-aus-der-Asche-Trick vorbereitend
eine Stammfunktion von

/sin(t) cos(kt)dt = —cos(t)cos(kt) — k:/cos(t) sin(kt)dt.
S ——

u! v
Fir k =1 ist also

/sin(t) cos(kt)dt = —% cos?(t),

fir £ > 1 fiihrt eine weitere partielle Integration auf

—cos(t) cos(kt) — k / cos(t)sin(kt)dt = — cos(t)cos(kt) —k <sin(t) sin(kt) — k / sin(t) cos(k:t)dt)
= /sin(t) cos(kt)dt = ﬁ (cos(t) cos(kt) + ksin(t) sin(kt)) .

Damit folgt

1 [7 2 [T .
ar(fr) = w/ cos(kt) f1(t)dt = 77/0 cos(kt) sin(t)dt

—Tr

—1 [cosz(t)]izgi =0 fir k =1,
77%22_1) [cos(t) cos(kt) + ksin(t) sin(kt)]; = —% . “,;2*_11)'“ fiir k£ > 1.
Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte
Jim fi0) =t o)t
Jim fu) = filto)-
. filto+h) = filto)+ .
i h = fi(to)+,
. filto—h) — fi(to)—
hlggf e )h 1) = filto)+



existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ty nach Abschnitt 22.9 der Vor-
lesung gegen (fl(to)ﬂg(fl(to)*). Da die periodische Fortsetzung von fi, wegen fi(w) =
limy—_y fi1(t) = 0, stetig ist, stellt die Fourier-reihe fiir jedes t € (—m,n| die Funktion
f1 dar. Wegen

> _ 4 =1

S eI <=

k=1 4 k=1 k2

ist f € I'(Z) und nach Abschnitt 22.8 der Vorlesung konvergiert (Sx(f1))nen gleichméBig.

(b) Da fo eine gerade Funktion ist, ist Si(f2) = 0 fiir alle k£ € N. Fiir £ = 0 ist

ao(fa) = % / " cos(0- 1) fo(t)dt = 2 /0 " cosh(t)dt = 2 [sinh(s))i=r = 2500

- s

Fiir ag(f2) mit & € N berechnen wir mit dem Phdniz-aus-der-Asche-Trick vorbereitend
eine Stammfunktion von

/cosh(t) cos(kt)dt = sinh(¢t)cos(kt) + k/sinh(t) sin(kt) dt
—— —— —— ——

= sinh(t) cos(kt) + k cosh(t) sin(kt) — k? / cosh(t) cos(kt)dt

= /sinh(t) cos(kt)dt = 14:21—1—1 (sinh(t) cos(kt) + k cosh(t) sin(kt)) .

Damit folgt

ar(fa) = i/ﬂ cos(kt) fo(t)dt = 2 /OTr cos(kt) cosh(t)dt

- s

_ 2 . 2sinh(m) (—1)*
) [sinh(t) cos(kt) + k cosh(t) sin(kt)]; = - grEey

Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

lim fo(t) =: fa(to)+,

t—to+
tE{ﬁ}_ﬁ(’f) = fa(to)—,
h _
Jig POEDZ PO )
—h)— -
i = )h PO ot

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ty nach Abschnitt 22.9 der Vor-
lesung gegen (fz(to)“;(h(to)_). Da die periodische Fortsetzung von fy, wegen fao(mw) =
limy_,_y fa(t) = cosh(m), stetig ist, stellt die Fourier-Reihe fiir jedes ¢t € (—m, 7| die Funk-

tion fo dar. Wegen
> 2sinh(7) o= 1
> lon()l < 2O S L oo
k=1 k=1

ist fo € 1*(Z) und nach Abschnitt 22.8 der Vorlesung konvergiert (Sy (f2)) ven gleichméBig.



(c) Da f3 eine ungerade Funktion ist, ist ag(f3) = 0 fiir alle k£ € Ny. Fiir & € N berechnen wir
mit partieller Integration vorbereitend zwei Stammfunktionen

1 1
t sin(kt)dt = —ktcos(kt)—l-k/cos(kt)dt
1
= 7Et COS(kt) ﬁ bln(k:t)
1 2
t? sin(kt)dt = ——t*cos(kt)+ = [ _t kt) dt
/ ' sin(kt) - cos( )+k:/ U cos(kt)

1 2 2
= —EtQ cos(kt)+k—tsin(kt) k2 /sm(k‘t)d

= —%tQCOS(/{?t) ﬁtsm(kt) ﬁcos(k:t)

Damit folgt

Belfs) = % / " sin(kt) fs(t)dt = ; /0 " sin(k)t(r — Bt = 2 /0 Wtsin(k:t)dt—% /0 " 2 gin(kt)dt
t=m

1 1 A |
= 2 [—ktcos(kt) + 2 sin(kt)} - [—th cos(kt) +

1—(-1)") =8n

2 2
12 —stsin(kt) + = COS(kt):|

1—(-1)*
2k

t=0
p2m 4w

= ()M T

k
fiir alle k € N.

Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

lim f3(t) = f3(to)+,

=t
tkgl_ f3(t) = f3(to)—,
h) — '
hl—iﬂ[)ljL ot )h Bl = f3(to)+
— 1) — fa(to)— :
hl_i)%l_ fS(tO )h f3(t0) —. fg(tOH‘

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche ty nach Abschnitt 22.9 der Vor-
lesung gegen (f?’(to)ﬂ;r(fs(to)*). Da die periodische Fortsetzung von f3, wegen f3(m) =
limy—,_ 4 f3(t) = 0, stetig ist, stellt die Fourier-Reihe fiir jedes t € (—m, 7] die Funkti-

on f3 dar. Wegen
8 = 1
| < = _
E |k (f1)] _W§ 3
k=1 k=1

ist ]?3 € 11(Z) und nach Abschnitt 22.8 der Vorlesung konvergiert (Sy(f3))nen gleichmiBig.

(d) Berechne zunichst die komplexen Fourier-Koeffizienten von f;. Fiir jedes k € 7Z ist

" =m b—ik)m _ —(b—ik)mw
fa(k) = 1/ ebte=ikt 4p — Ll {e(b—ik)t} t=r \/5 1 elb—ik)m _ o—(b=ik)
\/ﬁ - mb—lk t=—1r Tb—ik 9
=(-1* =(—1)k

b ik b ik ( )k
2 1 e T e 0T T 2 -1 2 b+ ik
= /= = /= sinh(b = sinh(b F———
\/;b—ik 2 \[rsm (”)b—ik Sl (”)\/;( ) b2+ k2




Fiir die reellen Fourier-Koeffizienten gilt nach Vorlesung

oulfi) = 2 e (W) () =21 <W>

fiir alle £ € Ny und alle j € N. Folglich ist

inh (b inh(br) (—1)*
ao(fa) = 287Thb(b), ar(fa) = 25 :(b )ZSQ j—)kg’ sowie [r(f1) =

fiir alle kK € N.

2sinh(br) (—1)F 1k
b2 + k2

Da fiir jedes tg € (—m, 7] die Grenzwerte

lim fq(t) =: fa(to)+,

t—to+
tkgl_ﬁ;(t) = fa(to)—,
h) — /
e
— ) = falto)— ,
hl_i)%l_ f4(t0 )h f4(t0) —. f4(t0)—|—

existieren, konvergiert die Fourier-Reihe fiir jedes solche tg nach Abschnitt 22.9 der Vorle-
sung gegen (f4(t°)+)—5(f4(t°)_) . Insbesondere stellt die Fourier-Reihe fiir jedes ¢t € (—m, 7]\ {7}
die Funktion f4 dar, da f; dort stetig ist. Fiir tg = 7 gilt

b —bm
e’ +e
lim (S t)) = ———
Jm (S fi)lto) = =
Folglich kann die Konvergenz auch nicht gleichméfig sein, da die Grenzfunktion unstetig
bei 7 ist.
Aufgabe 78:

(a) Nach Aufgabe 70 (b) gilt

jos(t)] = 22 4 S oy costity = 2+ 13
k=1

k=1
fiir alle t € (—m, 7). Einsetzen von ¢ = 0 und auflosen liefert den gesuchten Reihenwert
( 1 k+1

> T
Z4k2 4

k=1

N | =

(b) Nach Abschnitt 22.5 der Vorlesung lauten die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktion
f: (—=m, 7] = C, definiert durch f(t) = t? gerade
272 (—1)k

OdO(f):Tv &k(f):4 k2

fiir alle & € N. Nach der Parsevalschen Gleichung (vgl. Abschnitt 22.7) der Vorlesung in
der reellen Version gilt

Br(f) =0

L = 22U +Za )+ Bl )

10



, sowie der obigen reellen Fourier-Koeflizienten liefert

ort  opt 1
- - 16 _

Einsetzen von ||f||2 = 5

wodurch sich durch Auflésen

i r m
==
243~ 90
ergibt.
Aufgabe 79:
(a) Nach Aufgabe 71 (a) gilt
. 1
sin(t)| = Zak fi)cos(kt) = — — — Z 21 cos(2kt)

fiir alle t € (—m, 7]. Einsetzen von ¢t = 0 und auflésen liefert den gesuchten Reihenwert

f: !
4k —1 2
k=1
(b) Nach Abschnitt 22.5 der Vorlesung lauten die reellen Fourier-Koeffizienten der Funktion
g : (—m, 7] — C, definiert durch g¢(t) = |¢| gerade

—— fuirk=2m -1

k2

P
aolg) =7,  ar(g) = {0 A e Br(g) =0

fiir alle k € N. Da g stetig bei 0 ist, und die linksseitige, sowie die rechtsseitige Ableitung
von g bei 0 existieren, gilt nach Abschnitt 22.9 der Vorlesung (¢ = 0)

T4
202+ Z W =97 Zl 2m — 1)
Folglich ist

i 1 .
9m_1)2 8 °
— (2m —1) 8
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