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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1: [ Norm und Skalarprodukt T |
Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften von Normen und Skalarprodukten. Esist (-,) : V. xV —
C ein Skalarpodukt und V ein Vektorraum sowie ||z||* := (z,z) die induzierte Norm.

i) Parallelogramm-Gleichung

lz +ylI* + e = yl* = 2|2]* + 2y

ii) Polarisations-Gleichung

2 2 2
[z +yll” = [l=]I” + lyl|” + 2Re(z, y)
iii) Darstellung des Realteils
1 2 2
Re(z,y) = 2 (o +yl” ~ llz —yl%)

iv) Dreiecks-Ungleichung und umgekehrte Dreiecks-Ungleichung

]l = Iyl < fle £yl < =]l + |yl

HinweEIs: Benutzen Sie fiir die Dreiecks-Ungleichung die Cauchy-Schwarz Ungleichung

Aufgabe 2:

Sei V' ein Vektorraum und ||-|| eine Norm auf diesem Vektorraum. Zeigen Sie, dass ||| stetig
ist. Wihlen Sie hierfiir eine Folge (2, )peny C V mit x,, — & € V und zeigen Sie

Tim_ [lea] = [l
HiNwEIS: Verwenden Sie Aufgabenteil 1 (iv)

Aufgabe 3:
Entscheiden Sie ob folgende Abbildungen ein Skalarprodukt auf dem entsprechenden Vektor-

raum definieren.
i) (+,9): R3 x R3 — R mit (z,y) — 22191 + T2y2 + T2y1/2

ii) Sei (-,) das iiblich (euklidische) R? skalarprodukt. Sei

1 -1
=4
dann definieren wir (-,-)4 : R? x R? = R mit (z,y)4 = (z, Ay)a.

iii) Sei C([0,1]) der Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1], dann definieren wir

() : €(0,1)) x C([0,1]) = C, ww:/WMWMx
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iv) Ersetze C([0,1]) im vorherigen Beispiel durch den Raum der (Riemann)-Integrierbaren
Funktionen.

Aufgabe 4: [ Ungleichungen T ]
Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen:

i) Sei ay,a9,...a, € R mit a; + a2 + -+ + a, = 1, dann

n
Za% >1/n
i=1

ii) Sedrakyans Ungleichung. Es seien aq,ag,...,a, € R und by,bs,...,b, > 0 dann gilt

shaf  (Tia)

HinwEls: Benutzen Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir das euklidsche Skalarprodukt
im R™ und benutzen Sie eine geeignete Substitution.

Aufgabe 5: [ Orthogonalprojektion T ]
Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U C R?, die Orthogonalprojektion P von & auf U,
sowie den Abstand d(Z,U) = mingey ||Z — 9| fiir

(a) U = lin({7y, V2, v3}) und

1 2 0 1
1 0 0 2
=0, vo=|1], v3=|(1], =13 bzw.
1 1 1 4
0 0 0 5
(b) U= lin({Ul,z_fg, 273, 174}) und
2 1 7 1
0 1 -3 -1 1
n=|-1|, vo=|-3|, vs=| 4|, u=|-3|, ¥=|2
2 1 1 5 3
0 -1 2 0 2
Aufgabe 6:

Es sei V' = P[—1,1] der Vektorraum der reellen Polynomfunktionen auf [a,b] und py € V
definiert durch

pm(z) = 2™
fir alle m € Ng und « € [—1,1] (Monome). Ferner seien die Skalarprodukte (-,-); bzw. (-, ),

durch
1

1
@ = I%dy bow. () (ay= [ Pty

-1
fir alle p,q € V erklart. Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren beziiglich des Skalar-
produktes (-, -); bzw (-,-), auf pg, p1, p2, p3 an.

Bemerkung: Sie erhalten die s.g. Tschebyschow-Polynome bei (a) und (bis auf Normierung) die
s.g. Legendre-Polynome bei (b).

Hinweis: In der groflen Saaliibung werden voraussichtlich die Aufgaben 2, 3, und 6 bespro-
chen. Die restlichen Aufgaben werden in den Tutorien behandelt.



