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Lösung zum 1. Übungsblatt

Aufgabe 1: Siehe handschriftliche Lösungen
Aufgabe 2: Siehe handschriftliche Lösungen
Aufgabe 3: Siehe handschriftliche Lösungen

Aufgabe 4:

(a) Wir berechnen mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl. Abschnitt 15.4 der Vorlesung)

ein Orthonormalsystem B =
{⃗
b1, b⃗2, b⃗3

}
, welches U erzeugt, wie folgt:

b⃗1 =
v⃗1

∥v⃗1∥

c⃗2 = v⃗2 − (v⃗2 |⃗b1)⃗b1 b⃗2 =
c⃗2
∥c⃗2∥

c⃗3 = v⃗3 − (v⃗3 |⃗b1)⃗b1 − (v⃗3 |⃗b2)⃗b2 b⃗3 =
c⃗3
∥c⃗3∥

Es gilt:

∥v⃗1∥ =
√
12 + 12 + 12 =

√
3 ⇒ b⃗1 =

1√
3


1
1
0
1
0

 ,

(v⃗2 |⃗b1) =
1√
3
(1 · 2 + 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1 + 0 · 0) = 3√

3
⇒ c⃗2 =


2
0
1
1
0

−


1
1
0
1
0

 =


1
−1
1
0
0

 ,

∥c⃗2∥ =
√
3 ⇒ b⃗2 =

1√
3


1
−1
1
0
0

 ,

(v⃗3 |⃗b1) =
1√
3
, (v⃗3 |⃗b2) =

1√
3

⇒ c⃗3 =


0
0
1
1
0

− 1

3


1
1
0
1
0

− 1

3


1
−1
1
0
0

 =
1

3


−2
0
2
2
0

 ,

∥c⃗3∥ =

√
12

9
=

√
4

3
=

2√
3

⇒ b⃗3 =
1√
3


−1
0
1
1
0


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Nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung ist die Orthogonalprojektion Px⃗ gegeben durch:

Px⃗ = (x⃗|⃗b1)⃗b1 + (x⃗|⃗b2)⃗b2 + (x⃗|⃗b3)⃗b3

Wir berechnen:

(x⃗|⃗b1) =
7√
3
, (x⃗|⃗b2) =

2√
3
, (x⃗|⃗b3) =

6√
3

Es folgt:

Px⃗ =
7

3


1
1
0
1
0

+
2

3


1
−1
1
0
0

+
6

3


−1
0
1
1
0

 =
1

3


3
5
8
13
0


Schließlich ist nach Abschnitt 15.8 der Vorlesung:

d(x⃗, U) = min
y⃗∈U

= ∥x⃗− y⃗∥ = ∥x⃗− Px⃗∥

Wir berechnen:

x⃗− Px⃗ =


1
2
3
4
5

− 1

3


3
5
8
13
0

 =
1

3


0
1
1
−1
15

 , ∥x⃗− Px⃗∥ =

√
228

3
≈ 5, 03
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(b) Wie in der ersten Teilaufgabe berechnen wir:

∥v⃗1∥ = 3 ⇒ b⃗1 =
1

3


2
0
−1
2
0

 ,

(v⃗2 |⃗b1) = 3 ⇒ c⃗2 =


2
1
−3
1
−1

−


2
0
−1
2
0

 =


0
1
−2
−1
−1

 ,

∥c⃗2∥ =
√
7 ⇒ b⃗2 =

1√
7


0
1
−2
−1
−1

 ,

(v⃗3 |⃗b1) = 0, (v⃗3 |⃗b2) = − 14√
7

⇒ c⃗3 =


1
−3
4
1
2

+ 2


0
1
−2
−1
−1

 =


1
−1
0
−1
0

 ,

∥c⃗3∥ =
√
3 ⇒ b⃗3 =

1√
3


1
−1
0
−1
0



(v⃗4 |⃗b1) =
27

3
= 9, (v⃗4 |⃗b2) = 0, (v⃗4 |⃗b3) =

3√
3
=

√
3 ⇒ c⃗4 =


7
−1
−3
5
0

− 3


2
0
−1
2
0

−


1
−1
0
−1
0

 =


0
0
0
0
0


∥c⃗4∥ = 0 ⇒ lin

{⃗
b1, b⃗2, b⃗3

}
= lin {v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4}

Für die Orthogonalprojektion Px⃗ berechnen wir

(x⃗|⃗b1) = 2, (x⃗|⃗b2) = − 8√
7
, (x⃗|⃗b3) = −

√
3

und erhalten

Px⃗ =
2

3


2
0
−1
2
0

− 8

7


0
1
−2
−1
−1

−


1
−1
0
−1
0

 =
1

21


7
−3
34
73
24

 .
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Schließlich ist:

x⃗− Px⃗ =


1
1
2
3
2

− 1

21


7
−3
34
73
24

 =
1

21


14
24
8

−10
18


d(x⃗, U) = min

y⃗∈U
∥x⃗− y⃗∥ = ∥x⃗− Px⃗∥ =

√
142 + 242 + 82 + 102 + 182

21
=

√
1260

21
=

√
4 · 3 · 5 · 21

21
= 2

√
5

7

Aufgabe 5:

(a) Wir benutzen die Notation aus dem Abschnitt 15.4 der Vorlesung. Es ist:

⟨p0, p0⟩1 =

∫ 1

−1

1√
1− y2

dy = lim
b→−1+

∫ 0

b

1√
1− x2

dx+ lim
a→1−

∫ a

0

1√
1− y2

dy

x=−t
= lim

b→1−

∫ b

0

1√
1− t2

dt+ lim
a→1−

∫ a

0

1√
1− y2

dy = 2 lim
a→1−

∫ a

0

1√
1− y2

dy

y=sin(t)
=

dy
dt

=cos(t)
2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0

cos(t)√
1− sin2(t)

dt = 2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0

>0︷ ︸︸ ︷
cos(t)

|cos(t)|
dt

= 2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0
1dt = 2 lim

a→1−
arcsin(a) = 2

π

2
= π

Also ist b0(t) =
1√
π
für alle t ∈ [−1, 1].

Ferner ist

⟨p1, b0⟩1 =
1√
π

∫ 1

−1

y√
1− y2

dy.

Wegen

∣∣∣∣ y√
1−y2

∣∣∣∣ ≤ 1√
1−y2

für alle y ∈ (−1, 1) und da das uneigentliche Integral
∫ 1
−1

1√
1−y2

dy

nach obiger Rechnung konvergiert, konvergiert auch das uneigentliche Integral in ⟨p1, b0⟩1
nach dem Majorantenkriterium. Da der Integrand punktsymmetrisch ist, gilt ⟨p1, b0⟩1 = 0.
Des Weiteren ist

⟨p1, p1⟩1 =

∫ 1

−1

y2√
1− y2

dy = lim
b→−1+

∫ 0

b

x2√
1− x2

dx+ lim
a→1−

∫ a

0

y2√
1− y2

dy

x=−t
= 2 lim

a→1−

∫ a

0

y2√
1− y2

dy
y=sin(t)

=
dy
dt

=cos(t)
2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0

sin2(t)

>0︷ ︸︸ ︷
cos(t)√

cos2(t)
dt

= 2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0
sin2(t)dt

Hauptsatz
= 2

∫ π
2

0
sin2(t)dt

= [t− sin(t) cos(t)]
t=π

2
t=0 =

π

2
.

Also ist b1(t) =
√

2
π t für alle t ∈ [−1, 1].
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Ferner ist

⟨p2, b0⟩1 =
1√
π

∫ 1

−1

y2√
1− y2

dy =
1√
π
⟨p1, p1⟩1 =

√
π

4

und

⟨p2, b1⟩1 =
√

2

π

∫ 1

−1

y3√
1− y2

dy.

Wie bei ⟨p1, b0⟩1 sieht man, dass ⟨p2, b1⟩ = 0 gilt. Für alle t ∈ [−1, 1] gilt also

c2(t) = p2(t)− ⟨p2, b0⟩1 b0(t)− ⟨p2, b1⟩1 b1(t) = t2 − 1

2
.

Des Weiteren ist

⟨c2, c2⟩1 =

∫ 1

−1

(
y2 − 1

2

)2√
1− y2

dy =

∫ 1

−1

y4√
1− y2

dy −
∫ 1

−1

y2√
1− y2

dy +

∫ 1

−1

1
4√

1− y2
dy

=

∫ 1

−1

y4√
1− y2

dy − ⟨p1, p1⟩1 +
1

4
⟨p0, p0⟩1 =

∫ 1

−1

y4√
1− y2

dy − π

4
,

sowie∫ 1

−1

y4√
1− y2

dy = lim
b→−1+

∫ 0

b

x4√
1− x2

dy + lim
a→1−

∫ a

0

y4√
1− y2

dy

x=−t
= 2 lim

a→1−

∫ a

0

y4√
1− y2

dy
y=sin(t)

=
dy
dt

=cos(t)
2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0

sin4(t)

>0︷ ︸︸ ︷
cos(t)√

cos2(t)
dt

= 2 lim
a→1−

∫ arcsin(a)

0
sin4(t)dt

Hauptsatz
= 2

∫ π
2

0
sin4(t)dt.

Eine Stammfunktion zu sin4 lässt sich mit dem Phönix-aus-der-Asche-Trick berechnen:∫
sin4(t)dt =

∫
sin(t)︸ ︷︷ ︸
u′(t)

sin3(t)︸ ︷︷ ︸
v(t)

dt
Part. Int.

= −
[
cos(t) sin3(t)

]
+ 3

∫
cos2(t) sin2(t)dt

= −
[
cos(t) sin3(t)

]
+ 3

∫
(1− sin2(t)) sin2(t)dt

= −
[
cos(t) sin3(t)

]
+ 3

∫
sin2(t))dt− 3

∫
sin4(t)dt

=

[
3

2
(t− sin(t) cos(t))− cos(t) sin3(t)

]
− 3

∫
sin4(t)dt

⇒
∫

sin4(t)dt =

[
3

8
t− cos(t)

(
sin3(t)

4
+

3 sin(t)

8

)]
Damit folgt

2

∫ π
2

0
sin4(t)dt =

3π

8
und ⟨c2, c2⟩1 =

π

8
.

Also ist b2(t) =
√

2
π (2t

2 − 1) für alle t ∈ [−1, 1].

5



Schließlich ist

⟨p3, b0⟩1 =
1√
π

∫ 1

−1

y3√
1− y2

dy =
1√
2
⟨p2, b1⟩1 = 0,

⟨p3, b1⟩1 =

√
2

π

∫ 1

−1

y4√
1− y2

dy
s.o.
=

√
2

π

3π

8
=

√
2π

3

8
,

⟨p3, b2⟩1 =

√
8

π

∫ 1

−1

y3(y2 − 1
2)√

1− y2
dy =

√
8

π

(∫ 1

−1

y5√
1− y2

dy − 1

2

∫ 1

−1

y3√
1− y2

dy

)
= 0,

da
∫ 1
−1

y5√
1−y2

dy = 0 wie bei ⟨p1, b0⟩1 und
∫ 1
−1

y3√
1−y2

dy =
√

2
π ⟨p2, b1⟩1 = 0. Damit ist für

alle t ∈ [−1, 1]

c3(t) = p3(t)− ⟨p3, b0⟩1 b0(t)− ⟨p3, b1⟩1 b1(t)− ⟨p3, b2⟩1 b2(t) = t3 − 3

4
t.

Es bleibt noch

⟨c3, c3⟩1 =

∫ 1

−1

(
y3 − 3

4y
)2√

1− y2
dy =

∫ 1

−1

y6√
1− y2

dy − 3

2

∫ 1

−1

y4√
1− y2

dy +
9

16

∫ 1

−1

y2√
1− y2

dy

=

∫ 1

−1

y6√
1− y2

dy − 3

2
· 3
8
π +

9

16
· π
2
=

∫ 1

−1

y6√
1− y2

dy − 9

32
π

zu berechnen. Wie bei ⟨c2, c2⟩1 sieht man, dass∫ 1

−1

y6√
1− y2

dy = 2

∫ π
2

0
sin6(t)dt.

Wieder liefert der Phönix-aus-der-Asche-Trick :∫ π
2

0
sin6(t)dt =

∫ π
2

0
sin(t)︸ ︷︷ ︸
u′(t)

sin4(t)︸ ︷︷ ︸
v(t)

dt
Part. Int.

= −
[
cos(t) sin4(t)

]t=π
2

t=0
+ 5

∫ π
2

0
cos2(t) sin4(t)dt

= 5

∫ π
2

0
(1− sin2(t)) sin4(t)dt

s. o.
= 5

[
3

8
t− cos(t)

(
sin3(t)

4
+

3 sin(t)

8

)]t=π
2

t=0

− 5

∫ π
2

0
sin6(t)dt

=
15

16
π − 5

∫ π
2

0
sin6(t)dt

⇒
∫ π

2

0
sin6(t)dt =

5

32
π

Also ist ⟨c3, c3⟩1 =
π
32 und für alle t ∈ [−1, 1] ist

b3(t) =

√
32

π

(
t3 − 3

4
t

)
.

(b) Wieder mit der Notation aus dem Abschnitt 15.4 der Vorlesung gilt:

⟨p0, p0⟩2 =
∫ 1

−1
1 dy = 2.
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Also ist b0(t) =
1√
2
für alle t ∈ [−1, 1].

Ferner ist

⟨p1, b0⟩2 =
1√
2

∫ 1

−1
y dy = 0.

Des Weiteren ist

⟨p1, p1⟩2 =
∫ 1

−1
y2 dy =

[
y3

3

]t=1

t=−1

=
2

3
.

Also ist b1(t) =
√

3
2 t für alle t ∈ [−1, 1].

Ferner ist

⟨p2, b0⟩2 =
1√
2

∫ 1

−1
y2 dy =

√
2

3
und ⟨p2, b1⟩2 =

√
3

2

∫ 1

−1
y3 dy = 0.

Also ist

c2(t) = p2(t)− ⟨p2, b0⟩2 b0(t)− ⟨p2, b1⟩2 b1(t) = t2 − 1

3

für alle t ∈ [−1, 1] und wegen

⟨c2, c2⟩2 =
∫ 1

−1

(
y2 − 1

3

)2

dy =

∫ 1

−1
y4 − 2

3
y2 +

1

9
dy =

2

5
− 4

9
+

2

9
=

8

45

ist b2(t) =
√

45
8

(
t2 − 1

3

)
für alle t ∈ [−1, 1].

Schließlich ist

⟨p3, b0⟩2 =
1√
2

∫ 1

−1
y3dy = 0,

⟨p3, b1⟩2 =

√
3

2

∫ 1

−1
y4dy =

√
3

2
· 2
5
,

⟨p3, b2⟩2 =

√
45

8

∫ 1

−1
y3
(
y2 − 1

3

)
dy =

√
45

8

∫ 1

−1
y5 − 1

3
y3dy = 0

und damit

c3(t) = p3(t)− ⟨p3, b2⟩2 b2(t)− ⟨p3, b1⟩2 b1(t)− ⟨p3, b0⟩2 b0(t) = t3 − 3

5
t

für alle t ∈ [−1, 1]. Es bleibt noch

⟨c3, c3⟩2 =
∫ 1

−1

(
t3 − 3

5
t

)2

dt =

∫ 1

−1
t6 − 6

5
t4 +

9

25
t2dt =

2

7
− 12

25
+

6

25
=

8

175

zu berechnen. Also ist b3(t) =
√

175
8

(
t3 − 3

5 t
)
für alle t ∈ [−1, 1].
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Lsungsvorschlag HM2 Physik UB O1

Al i) IX+YR+1X-Y=(x+Y,x+Y + (x-y, x-y>

=(x,x) +(x,y)+x,y) +(y,y)
+(x,x) - (x,y) -xy) +<y,)

=11x12+ 2ReXxiY) + HYR
+11x12- 2PeXXY) +11Y12

=2IIR+211YR

ii) 1IX+Y =(x+y, x+y>

=11x1+(x,y) +(Y) + 1Y2
=11x12 +2Re (XiY +1X2

iii) IX+YR-1IX-Y =[x+y, x+y) - xx-y,X-y>

=11x112 + [x,Y) +<y,x) +N412
- CIR - (x,y) - <y,x) + 114112)

=

(x,y) +xy) +xx,y) +xxy)

=4 Re(xiY

iv) 11x+Y1 =(x+y,x+y) =11X12+11412 + 2Re<xiY>

- IXIR+MYR+ 211XIIIYII
CSU

-(1x11 +11y11) 2

-> 1x+ 41) <11x1 +11411 &xIYEIR3

Umgehehrte UG):11X11 =11x+y -y1) =11x +y)) +1y)) =(1x1-11411) (1x+y))
A-UGI



*Siche bangsnotizan UB01

B i) x,Y =2x1y1 +xeYz +*
(ix) =2Yx +Y2x2 +Y

kiy =(y,x) =>E =

=>x2Y =Y2x1

was im allgemeinen falsch ist. Widerspruch zur

Symmetric des Shalarproducts

ii) kann kein Shalarprodukt sein da Kern (A) +8

wahle z.B v=(), dann giltAr=(i)(1) =(8)

and damit (r,vA=0 aber VF8.

Widerspruch zur positivitat

iii) Dies ist ein Shalarprodukt. (Physiher - Konvention)

Symmetrie und lineavitat folgen directals

Eigenschaften des Integrals.

Positivitat. Sei 4EK(0)) mit 4F0 dh

es ex. ein to mit 4(0) =0 => (4(x)R > 0

and da 140(0)) 0 und 14(1) stetig folgt die

Existent eine Umgebung Ua(o) = [8, 1] mit

IUc(Xal>0 und 14(o)/> * and dieser Umgebuns.
Es gilt also

<4, = inRdx dx =akoKO



Fr 4=0 => [4,4) =0 (trivial.)

Das Shalarprodukt ist wohldefiniet da IY als

stetige Fhtauf dem Kompahten Intervall (Riemann) -Integrierbar
ist.

in Falls man KCL0]) durch RC20,53) ersetzt, dann

gitt die Positivitit nicht mehr, denn

4(x): = E 1 x=k
0 sonst

istRiemann-Integrierbar and 470 abou

1

<4,4 = MYRUX =0.

A4-
i) Betrachte den Ventor ab eich, dann ist

(a,b =Saibi

das enhlidsche Shalarprodukt.
Wir benutzen die Cauchy-Schwartzsche UGl

(a,b) = I1 allllbl

mit 6 =(1,1, ...,1)T gilt 1611 = E =n

and mit antact... +an= 1 folgt

Hall1161) =11a11nc Saibi=Eai=1
=>lal =ai



ii) Sedrakyans Ungleichung:
Seien XiytR" dann gilt die Caushy-Schwarz-UGI

<,Y) <11x1) 1X11

wahle nun Xi=und Yi=, dann gilt

<xix =xiyi == ai
und IIX= Sowie /Y=Ebi

=>9:k(E)*(Erbi)*
=>(ail
bi


