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Lösung zum 1. Übungsblatt

Aufgabe 7:
Wir bilden die erweiterte Matrix

(A|I) =

 1 3 4
3 −1 6
−1 5 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1


auf und führen das Eliminationsverfahren nach Gauß durch: 1 3 4 1 0 0

3 −1 6 0 1 0
−1 5 1 0 0 1

 ←−
·(−3)

+

←−−−−−−+

∼

1 3 4 1 0 0
0 −10 −6 −3 1 0
0 8 5 1 0 1

 | · − 1
10

∼

1 3 4 1 0 0
0 1 3

5
3
10 − 1

10 0
0 8 5 1 0 1

 ←−
·(−3)

+

←−−−−−−
·(−8)

+

∼

1 0 11
5

1
10

3
10 0

0 1 3
5

3
10 − 1

10 0
0 0 1

5 −7
5

4
5 1

 ←−
·(−3)

+

←−−−−−−

·(−11)

+

| · 5

∼

1 0 0 31
2 −17

2 −11
0 1 0 9

2 −5
2 −3

0 0 1 −7 4 5

 =
(
I|A−1

)
Also ist die Inverse A−1 gegeben durch:

A−1 =

 31
2 −17

2 −11
9
2 −5

2 −3
−7 4 5



Aufgabe 8:
Nach Abschnitt 17.2 der Vorlesung, ändert sich der Wert der Determinante nicht, wenn man
zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte dazuaddiert. Da nach Abschnitt 17.8 der
Vorlesung das Transponieren den Wert der Determinante ebenfalls nicht ändert, gilt die gleiche
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Regel für Zeilenumformungen. Es folgt:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←−

·(−1)

+

←−−−−−−

·(−1)

+

←−−−−−−−−−−−

·(−1)

+

←−−−−−−−−−−−−−−−−

·(−1)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 2 5 9 14
0 3 9 19 34
0 4 14 34 69

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←−

·(−2)

+

←−−−−−−

·(−3)

+

←−−−−−−−−−−−

·(−4)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 3 10 22
0 0 6 22 53

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ←−
·(−3)

+

←−−−−−−

·(−6)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 4 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ←− ·(−4)

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Nach Abschnitt 17.5 der Vorlesung ist die Determinante einer oberen rechten Dreiecksmatrix
gleich dem Produkt der Diagonalelemente. Also ist det(A) = 1.

Aufgabe 9: Vgl. Handgeschriebene Lösung
Aufgabe 10: Die verschiedenen Idenditäten rechnet man einfach nach!

Aufgabe 11:

(a) Wir zeigen zunächst, dass in jedem K-Vektorraum V für alle x ∈ V

∀y ∈ V : (x|y) = 0⇔ x = 0

gilt.

Beweis: ⇒: Wähle y = x, dann ist (x|x) = 0. Das ist nach Eigenschaft (S3) (vgl. Abschnitt
15.1 der Vorlesung) nur für x = 0 möglich.

⇐: Sei y ∈ V beliebig. Es gilt (0|y) = (y − y|y) = (y|y)− (y|y) = 0.

□

Nun gilt:

x⃗ ∈ Bild(A)⊥ ⇔ ∀z⃗ ∈ Bild(A) : (x⃗|z⃗) = 0

⇔ ∀y⃗ ∈ Kn : (x⃗|Ay⃗) = 0

⇔ ∀y⃗ ∈ Kn : (A∗x⃗|y⃗) = 0

Die letzte Aussage ist nach Obigem äquivalent zu A∗x⃗ = 0. Dies ist wiederum äquivalent
zu x ∈ Kern(A∗).

□
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(b) Seien y⃗ ∈ Kern(A) und z⃗ ∈ Bild(A) beliebig. Es ist (z⃗|y⃗) = 0 zu zeigen. Da z⃗ ∈ Bild(A),
existiert ein x⃗ ∈ Kn mit Ax⃗ = z⃗. Es gilt:

(z⃗|y⃗) = (Ax⃗|y⃗) = (Ax⃗+ 0|y⃗) y⃗∈Kern(A)
= (Ax⃗+Ay⃗|y⃗) = (A(x⃗+ y⃗)|x⃗+ y⃗ − x⃗)

= (A(x⃗+ y⃗)|(x⃗+ y⃗))− (Ax⃗+Ay⃗|x⃗) Voraus.
= (Ax⃗+Ay⃗|x⃗) y⃗∈Kern(A)

= (Ax⃗|x⃗) Voraus.
= 0

□

Aufgabe 12:
Vgl. handschriftliche Notizen der Übung.
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Al Erinnerung Kreuzprodukt
> >

6,EIR3 dann gilt:

6x=Eijk bic; ex C Summer aber doppelte
I

- det(EI)
Il

Indices sind impliziat)

(Regel von Sarrus)
Wir schreiben also das Spatprodukt

(a16x2) =x (Ex)k

=
K Eijk 5; j

-Eijk bijan= det(!?)
=det(

Mit dem Levi-Cevita Symbol Eijh istdie Berechnung also klar.

Es istfr das Tut ert. ganz nett Levi-Cevita zu echlaren.

Nach mitteln du Vorlesung:

Die Determinante istdie eindeutige Abbildung det:IKY...XIkYIK
mit:

(D1) det(n,, ...,en) =1

(D2) ↓je E1, ..,3 and , ...,njElk" gilt
dett an, ..., j jj, ..., n)
=> det lan,...,...,an) + det(an, ..., j, . . .,an)

(D3) det(an, ..., an) =0 falls es;th giftmit9j =a



Dh falls wir fir (a16x)=spat(a,b,c):IKKXIK- IR
die Eigenschaften D1-D3 nach weisen giltgleichheit

(1) (nx) =((8)(8)) =1 "Da axes senbrecht
aut und is muss

zx len sein und

-8 =(8) enies spannen
de

kubus mit volumen 1

auf so, dass ezxes=1n

(D27 spat(an,daz +B6,93) =(an)(az +6(xas)
=0(a1azxas) +B(an,b2xaz)
=& spat (an,2,3) + spat(an,12,13)

Spat(an,92,043+B63) = - spat(an1093 +B6s, az)
= -

spat(an,93,92) - B Spat(an, 63,923

=0 Spat(an,92,93) +Bspat(an,a2,65)

and Spat(ran+Bbn, 92193) =0 Spatan, an,93) +B Spat (60192,93)
trival du Shalarproduct linear.

(D3) spat(a,6,6) =0da6x6 =0

spat(a,a,b) =

0 da axb senrecht auf a much

Definition.

spat(a, b, a) =0 da bxa senbrechtand a nach

Definition.

Es mass also det)ab)=spat (a,6, c) gelten!



(ii) Nach Vorlesung istdef(A) =def) AT

=>spat(a,b,c) =det)=)

->spat(a,b,c)spat(x,y,z) =detl=) det(*it)
=>det(:=)(*Yt))

(a1x) (aly) (alz)
=det (6(x) (6(y) (b(z)C((X)(C(y) ((z) I

Hinweis:Fur (a,b,c)=(xiiz) heitdus
GIR (alb) (alC]

Ispat(a,b,c)det C (610) 11b11 (b(C) S
(a) (((b) IlCI

D.h aibc sind gran dann linear unablinging full

die determinante auf der rechten Seite verschwindet

(Nice to know).



XXXis Betrachte einen Draht der Lange

***ex
Iel=L der sich mitder

Geschwindigheit (VII=V durch ein
* xX homogenes Magnetfeld der Starke

HEll=B bewegt so, dass 15 und

~15. (siehe Shizze)

Bestimmen Sie die Induzierte Spannung im Draht

IWindl==/[(xB)/ CLorentz -Kraft)

in Abhngigkeit des Winkels O, den Fund einschlieen.

Lsung:

1) Ix5).F=det Giel (e) EEeC SCTIE) (VIE) lIV2

I MR 0 Nell III cosid
=det C0 IBIR 0 IIIII IIVII cos(o) 0 1IVII

DIR Nell IIVII cosco)
=>IIBIR det) Nell IIVII cosco) 11VI2 C

=Well IVIBIR det (Picosiaso C
=IIVIR IIBIR (1-COS102)

=IIC lIVIR IIB12 sin (O)

=>IUindl = LVB sinco)


