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Aufgabe 25:

(a) Klar: f ist stetig in jedem (z0,10) € R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen.

Sei (2, yr)ren € (R2N mit limy oo (2, y) — (0,0) und (a1, yx) # (0,0) fiir alle & € N
beliebig. Dann gilt

A.-G.-Mittel x}% + yl% kel

< |yl

2
TEYp
7, .2
Ty + Yp

|f(zr,yr)| = m— 5 — 0= f(0,0)

fiir k — oo. Damit ist f stetig in (0, 0).

(b) Die Funktion g ist unstetig in (0,0), denn (k%, 2) = (0,0) fiir k — oo, aber

11 o 1
g<m,k>— 1 —5740—9(070)

fiir kK — oo.

Sei ¢ € R beliebig. Angenommen, cos(¢) = 0. Dann ist sin(yp) # 0 und

73 cos(y) sin?(y)

s - —0-0=g(0,0
dlrcos(io). () = L SE AT 9(0,0)
fiir r — 04. Ist cos(p) # 0, so ist trotzdem
3 (2 L2
gl cos(ip), rsin(g)) = - onPIMLP)__,_CS@DIMG) g gq0)

© r2cos2(p) + rdsint(@)  cos?(p) + r2sint(p)
fir r — 04.

(c) Die Funktion & ist unstetig in (0,0), denn (3, +) — (0,0) fiir k — oo, aber

h(l 1) ' _ 1 0= h(0.0)
-, = :T: — s
PE) T L

fir k — oo.
Sei x # 0. Dann gilt

x> 0
h :U, == — = O
T A R
>0

firy — 0.Ist 2 = 0, soist h(z,y) = 0 — 0 fiir y — 0. Also gilt in der Tat lim,_,¢ lim,_,o h(z,y) =
h(0,0) = 0. Wegen h(x,y) = h(y,z) fir alle z,y € R gilt auch limy_,lim,_o h(z,y) =
1(0,0) = 0.
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Aufgabe 26:
Es gilt

—sin(t)
(1) = | cos(t) baw.  [4()] = Jsin%) +cos(t) + — = \/ L+ 5 #0

fiir alle t € [0, 27]. Deshalb ist 7 regulér. Ferner gilt:

¢ 4
— [ Ilds =1+ e
0 T

fiir alle ¢t € [0, 27]. Es ist also L(y) = ¥(27) = 2v/72 4 4. Die Parameterisierung nach Weglénge
von 7 ist durch

coS 4’Jrr7r2.9>
you i (s) =7 ———=s] = | sin (= )
Vit m? NV
4+7T28
fiir alle s € [0,2v72 + 4] gegeben.
Aufgabe 27:
Es gilt
1
V1-t2? 1 +2 1
i) t 0= 1 g = VA 0
V12

fiir alle t € (—1,1). Deshalb ist n reguldr. Ferner gilt:
t T
P(t) == / 17(s)|| ds = V2 (arcsin(t) — arcsin(—1)) = V2 (arcsin(t) + 5)
-1

fiir alle t € [—1,1]. Es ist also L(n) = 9 (1) = v/27. Die Umkehrfunktion 1y~ : [0, v/27] ist durch

¢~ (s) = sin (\2 _ 72r> Ceos <;§>

fiir alle s € [0,v/27] gegeben. Die Parameterisierung nach Weglinge von 7 ist dann durch
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noy~l(s) =n (- cos (\%)) cosE

S
sin V2
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fiir alle s € [0,+/27] gegeben.

Aufgabe 28:
(a) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert
0
a*f(x,y, 2) = (142?223 2meb + cos(x)
x
0
?f(x’y’ 2) = 2oy (1 +ay?st)e’ ™ oY)
Y
0
z

fiir alle (z,y, z) € R3.



(b) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

%9 (a,y) = (ye* +sinb(y), 6rsin(y), ~327)
gf(:c, y) = ("4 xcosh(y), 49 + 322 cos(y),4)
)

fiir alle (x,y) € R2.

(¢c) Anwendung der eindimensionalen Differentiationsregeln liefert

g];(r, v, ) = (cos(p)cos(¥),sin(p) cos(?), sin(1}))
gZ(r, v, ) = (—=rsin(p)cos(?), r cos(p) cos(¥), rsin())
oh

%(ﬁ v, ) = (—rcos(p)sin(¥), —rsin(yp) sin(¥), r cos(}))
fiir alle (r, p,9) € (0,00) x (—m,7) x (=5,%).
Aufgabe 29:

(a) Klar: g ist als Komposition stetiger Funktionen stetig in allen (x,y) # (0,0). Esist [sin(z)| =
sin(|z|) fiir alle z € [—m, 7]. Ferner gilt sin(x) < z fiir alle = € [0, 00). Es folgt

<2||(z.y)II2,

sin(z?® + y?)

———
sin(|a® +9°|) |23+ [2® + |y
T < <

x2+y2 — x2+y2 - x2—i—y2
N—_——

< 2[[(#, y)lloo

>|l(zy)l1%

fir alle (z,y) # (0,0) mit ||(z,y)||,, < 1. Deshalb gilt mit den Ergebnissen der Aufgabe 20
in der Tat lim(, ,y_(0,0) 9(z,y) = 0 = g(0,0). Also ist g stetig auf R2.

(b) Wegen g(z,y) = g(y,x) fiir alle z,y € R, reicht es aus, lediglich g—g auszurechnen. Es ist
dann %(x,y) = g—z(y,x) fiir alle (z,y) € R2. Fiir (x,y) # 0 gilt nach der Quotientenregel

dg _ 3x2(2? + y?) cos(z® + y°) — 2wsin(a® + y?)

Im Punkt (0,0) gilt hingegen
dg . g(h,0) —g(0,0) . sin(h3) rHospital . 3h%cos(h?)
290,0) = 1 T e R e R |
895(0’ 0 B0 h ho0  hP hoo 3N
(¢) Betrachte (zy,yx) := (0,7) — (0,0) fiir k — co. Es ist
dg 1 dg
= =0—-=0A1=-—=(0,0).

Also sind % und ng; unstetig bei (0,0).



(d) Sei ¥ = (vg,vy) € R?\ {0}. Nach Definition gilt:

0 to) — g((0,0 sin(£3(v3 + 3
90,00 = 0 Z9Q0) S0 T )
v -0 t =0 t3(v2 +vl)
PHospital |, 3t2(v3 + vg) cos(t3(v3 + US)) B V3 + US
N =0 3t2(v2 + v2) R

Ferner ist (Vg)(0,0) - ¥ = v, + vy. Also gilt:

34,3
290,0)= (V9)0,0) 7 Zgizz%:vijvy
< v§+v2:v§+v§’+v§vy+vxv§
& —vgvy:vxvz
< v =0Vuy =0V, =—u



