Institut fiir Analysis $S23
I\ apl. Prof. Dr. Peer Christian Kunstmann 15.06.2023

Karlsruher Institut fiir Technologie Marvin SChlllZ, MSC
Ho6here Mathematik II fiir die Fachrichtung Physik
Losung zum 8. Ubungsblatt

Aufgabe 42:
(a) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:
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(b) Es gilt
0 0
8‘2(96,?;) =2z = 8“21(93,1;)

fiir alle z,y € R. Da R? einfach zusammenhiingend und f ein C'-Vektorfeld ist, gilt nach
Abschnitt 20.4 der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also héngt der Wert des Integrals
nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab. Es ist

10 = 0.0, 7 (37) =12

Wiihle also 7 : [0,1] — R? mit §(t) = t(—1,2). Es gilt:

1 1 8 3y 14
/f g:/ (7)-d5 = /f /4t2+10t2dt:14/ tdt = S[tiZ = 5
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Aufgabe 43:
(a) Es gilt:
8f1 o 2, —xz f2
99 (r,y,2) = 15y“ze = o —(2,9,2)
0f2 _ o _ Ofs
oy (x,y7z) = 152y” = By (957% Z)

fiir alle ,y, 2z € R. Da R? einfach zusammenhiingend und f ein C'-Vektorfeld ist, gilt nach
Abschnitt 20.4 der Vorlesung, dass f ein Potentialfeld ist. Also hingt der Wert des Integrals
nicht von dem konkreten Weg, sondern nur von den Randpunkten ab. Es ist

7(0) = (07030)’ 7(1) = (170a0)'
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Wiihle also 7 : [0,1] — R3 mit 7(¢) = (,0,0). Es gilt:

/ff s—/f:? ds—/f’y A(t) _/012tdt_[t2}t0_1

(b) Es gilt nach Definition des Kurvenintegrals:
o log(2) )
[r@-as = [T sem) s
.
log(2)
= / (cosh(t), — sinh(t), sinh(t)) - (cosh(t), sinh(t), cosh(t))d¢
0

log(2)
= / cosh?(t) — sinh?(t) 4 sinh(t) cosh(t)dt
0

log(2) . 1., t=log(2 9
= /0 1 + sinh(t) cosh(t)dt = log(2) + 3 [sth(t)]t:O B2 _ log(2) + 3
Aufgabe 44:
(a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (vgl. Abschnitt 19.6 der Vorlesung):
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(b) Es gilt nach dem Satz von Fubini (vgl. Abschnitt 19.6 der Vorlesung):

1 2 4 1 2 1 y=4 2 1 2 1
/Qd(a:,y) = / / 2dydx:—/ [ ] dx:/ dx—/ dz
A(@+y) 1 J3 (@+y) 1 LT+ Yly—3 1 v+3 1 r+4

= [log(x + 3));=7 — [log(z + 4)]5=7 = log <i> — log (g) = log <§i)

Aufgabe 45:
(a) Es gilt nach dem Satz von Fubini (vgl. Abschnitt 19.6 der Vorlesung):
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B = {(x,y)ERQ:Ogygl,ygmggf—{—l}
= {(z,y) eR?: (0<z<)VE>I)A0<y<HA(y<z<y*+1)}
= {(z,y) eR?: (0<y<z<V(I<z<2)AWVz-1<y<1)}
= {(ﬂ:,y)GRQ:OSySZL‘gl}U{(;U,y)ER2: (1<x§2)/\(\/a:j<y§1)}
=B, =Bs

Ferner ist BN By = (). Es folgt mit dem Satz von Fubini (vgl. Abschnitt 19.6 der Vorlesung):
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Aufgabe 46:

a) Um zu zeigen, dass ¥/ ein Potentialfeld auf G ist verwenden wir die Vertriglichkeitsbedingugn
(Satz 2 (iv) ). Es ist @ ein C! Vektorfeld. Zunichst ist klar, dass (0,00) x (0,00) ein Gebiet
ist. Wir priifen also

Oyv1 = Oy(z + 22y) = 20 = Op(2® +1) = Gpvo  auf G
und damit ist ¢ ein Potentialfeld.

b) Wir suchen eine Funktion ® : G — R mit V® = ¢. Ein Kandidaten fiir das Potential
bestimmen wir durch integrieren der Komponenten das Potentialfeld. Es ist

1
/vl(x, y)da = /x + 2zydr = §x2 + 2%y + C1(y)

1
/vl(m,y)dx = /x2 + ydy = xzy + 51/2 + Ca(x)

Wir wihlen Cy(y) = 3y* und Ca(z) = 32?2, sodass

1 1
O(x,y) = 5902 + §y2 + xzy

und damit V& = .
Aufgabe 47:

a) R? ist ein ein Sterngebiet und @ ein C' Vektorfeld. Daher ist @ ein Potentialfeld auf R? genau
dann wenn die Vertréiglichkeitesbdingungen erfiillt sind. Wir bestimmen also

dyv1 = 2xg(zy) + (1 + 2xy)g' (y)
Oz = dzg(zy) + 22%¢ (vy)y



Indem wir beide Ausdriicke gleichsetzen finden wir

2xg(xy) + xg'(vy) = dzg(zy) < ¢ (zy) = 29(zy)

Die Bedingung an g ist efiillt falls ¢’ = 2g was fiir g # 0 dquivalen zu

Oy In(g(t)) = 2
ist. Durch Integration finden wir
gt)y=Ce?, tecR

fiir ein C' € R. Die Nebenbedingung g(0) = 2 schieit den Fall g = 0 aus und ist erfiillt falls
C = 2. Nach Satz 2 der Vorlesung ist also fiir dieses g das Feld ¥ ein Potentialfeld.

b) Wir bestimmen nun noch ein Potential zu diesem Feld. Wie in der vorangegangenen Aufgabe
finden wir einen Kandidaten fiir das Potential, sodass V® = ¢ durch Integration. Es ist

D (z,y) = / oo, y)dy = / 42262 +1dy = 2062 4y + ¢4 (a)
Fiir die partielle Ableitung nach x muss daher gelten
0, ®(x,y) = 26> + dxye*™¥ 4 Oyc ().

Da Phi gleichzeitig das Potential zu ¥ sein soll, muss gleichzeitig 0, ®(x,y) = vi(x,y) gelten.
Es muss also,
262" 4 4xye*™ 4 Oycy(x) = 2(1 + 2xy)e*™V.

Dies gilt fiir dycq(z) = 0 erfiillt und damit fiir jedes ci(x) = ¢ konstant. Es ist also zum
Beispiel ®(x,y) = 22€2®Y + y ein geeignets Potential.



