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Aufgabe 53:

(a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:

1 p2r pl 1 2 1
/xyzd(a:,y, z) = / / / pcos(cp)psin(cp)zpdpdcpdz:/ zdz-/ cos(yp) sin(cp)dgo-/ pidp
A o Jo Jo 0 0 0

1 1 2 p=27
= 355 [sm (90)]50:0 ‘1 =0

(b) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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Aufgabe 54:

(a) Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten ergibt sich:
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(b) Es gilt nach dem Satz von Fubini (vgl. Abschnitt 19.6 der Vorlesung):
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Aufgabe 55:

Betrachte die Abbildung F : R? — R3 definiert durch

F(p,9) = (R4 rcos()) cos(p), (R + rcos(¥)) sin(p), rsin())
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fir alle ¢,9 € R. Wir zeigen: F ist injektiv auf [0,27)%: Seien dazu 1,92 € [0,27) und
V1,92 € [0,27) mit F(¢1,91) = F(p2,92). Insbesondere ist

R* 3 (Fi(p1,%), Fa(p1,91)) = (R+rcos(d))(cos(e1), sin(p1))
>0

= (R+rcos(t))(cos(i2),sin(p2)) = (Fi(p2, 92), Fa(pa,72) € R?
>0

Wegen der Bijektivitit der Polarkoordinaten auf R? \ {6} gilt o1 = @2 und (R + rcos(¥2)) =
(R + rcos(¥2)). Mit F3(¢1,01) = F3(p2,02), folgt weiter

rcos(t) = rcos(d),
rsin(dy) = rsin(ds).

Wieder folgt mit der Bijektivitat der Polarkoordinaten auf R? \ {6}, dass 91 = 9o gilt. Damit

hat sich F' als injektiv auf [0, 27)? erwiesen.
Es gilt
—sin(p)(R + rcos(d)) —rsin(v) cos(p)
F'(p,9) = [ cos(p)(R+rcos(¥)) —rsin(d)sin(p)
0 r cos(¥)

fiir alle ¢, ¥ € R. Insbesondere ist

\/det (F(,9)7 - F/(,9 \/‘ (Bt reosd)” O

fiir alle ¢,9 € R und damit ist rg(T’ (p, )
sowie N1 = {F(¢,0): ¢ € (0,2m)}, No = {
N; C F((0,27) x (—71',71')), Ny C F(( T, )
gilt nach Abschnitt 20.6 der Vorlesung:

=r(R+rcos(d)) >0

) = 2 fiir alle ¢, € R. Definiere U = (0,27)?,
F(0,9): 9 € (0,2m)} und N3 = {F(0,0)}. Es ist
x (0,27)) und N3 C F((—m,m) X (=7, m)). Damit

o) = [ AP o) e 0 ) =0

o) = [ AP )T 0 ) =0

o(Ny) = /{ oy LV AT 2,0 9) =0

Also ist N = N; U Ny U N3 eine o-Nullmenge. Es ist ferner TF = F(U) U N. Wieder nach
Abschnitt 20.6 der Vorlesung gilt:

/F(U) do = /U \/det(F’(cp,19)TF’(g0,19))d(cp,19) = /0% /OQﬂT(R + cos(¥0))dvde
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= 2777"/ (R + cos(9))d¥ = 47*rR
0
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Aufgabe 56:

Wir machen eine Fallunterscheidung nach der Dimension n:



e n = 2: Mit Hilfe der Polarkoordinaten ergibt sich:
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e n = 3: Mit Hilfe der Kugelkoordinaten ergibt sich:
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Aufgabe 57:

™

(a) Eine reguléire Parameterisierung ® : (0,27) x (0,5) — R* (bis auf die o-Nullmenge N =
{(0,0,1)}) der Fliche M ist durch

cos(¢p) cos(6)
D(p,0) = | sin(y) cos(0)
sin(6)

fiir alle ¢ € (0,27) und alle 6 € (0, %) gegeben. Wir berechnen vorbereitend das vektorielle
Oberflichenelement (vgl. Abschnitt 21.8 des Skriptes)

itdo((¢,0)) = (aq) a@)( 0)d(,0)

dp
—sin(yp) cos(0) — cos(y) sin(6)
= cos(p)cos(0) | x | —sin(p)sin(0) | d(p,0)
0 cos(6)

= cos(0)P (¢, 0)d(p,0)

fiir alle (o,0) € (0,27) x (0,%). Es gilt mit der Definition des Oberflichenintegrals (vgl.
Abschnitt 20.5 der Vorlesung):

2 1 cos(p) cos(h)
/ f(@) - i(Z)do(Z) = / / cos(yp) cos(0) sin(0) - | sin(yp) cos(0) | cos(0)dpdd
M cos( cos(@) sin(p) cos(0) sin(6)
5 2m
= /0 /0 cos?() cos(¢) + 2 cos(y) sin(y) cos® () sin(8)dfdyp

= /02 COSQ(Q) [— Sin((p)]zzgﬂ + C0S3(¢9) sin(6) [Sin%gp)]"p 27 40 = 0



(b) Eine positiv orientierte Parameterisierung 7 : [0, 27r] — R? des Randes M von M ist durch

cos(¢p)
Y(p) = | sin(p)
0
fiir alle ¢ € [0, 2] gegeben. Es gilt
— sin(p)
(@) = | cos(p)
0

fiir alle ¢ € [0,27]. Ferner liefert die ,Technik des scharfen Hinsehens“™, dass fiir F :
R? — R? definiert durch F(z,y,z) = (%22, %y,y) fiir alle (x,y, z) € R? die Gleichung

VxF=(1,zzuxy)

fiir alle (z,y,2) € R? gilt. Es folgt mit dem Satz von Stokes (vgl. Abschnitt 20.8 der
Vorlesung):

/ £@)  A@)do@) = /(VxF(f))-ﬁ(f)da(f)
M M

- " (o Wm(@) - (~ sin(), cos(), 0)dp

L[,
0 2
1 =27

= 3 [0084(<,0)]i:0 =0

Aufgabe 58:

Sei zuniichst ¢ € (a,b) fest. Wegen 7(t) > 0 ist die Abbildung ®; : R?® — R? definiert durch
() = To + r(t)T bijektiv, stetig differenzierbar mit det(®,(7)) = r3(t) > 0 fiir alle 7 € R3.
Insbesondere ist ®(7) regulir fiir alle 7 € R3. Ferner ist ®;(K(0,1)) = K (o, r(t)) Nach dem
Transformationssatz (vgl. Abschnitt 19.7 der Vorlesung) gilt:

/ f(Z,t)dz :/ _ f(@)dx
K(Zo,r(t)) @ (K(0,1))

_ / (@), 1) |det(®) ()| df
K(0,1)
= () / @ +rt)y,t)dy
K(0,1)

Die Menge F(ﬁ, 1) ist beschrénkt und abgeschlossen, also, nach dem Satz aus Abschnitt 18.17
der Vorlesung, kompakt. Ferner ist fiir jedes t € (a,b) die Abbildung § — f(P¢(),t) stetig.
Nach Abschnitt 18.17 der Vorlesung ist also 7 +— f(®4(%),t) beschréinkt auf K (0,1). Deshalb
existiert das Integral

/ @+ (D707
K(@,1)



fiir jedes t € (a,b). Die Abbildung (¥,t) — f(P:(y),t) ist stetig differenzierbar fiir alle (7,t) €
D := K(0,1) x (a,b) und es gilt nach der Kettenregel

2 F@u),0) = Val G+ r()5.1) - G(0) + 2 (o + (1))

fiir alle (7,t) € D. Da (a,b) offen ist, existiert fiir jedes feste s € (a,b) ein 6 > 0 mit Iy :=
[s — 0,8 + 0] C (a,b). Dar € C*((a,b)) und I, kompakt ist, ist 7’ beschrinkt auf I;. Da
f € CY(D), ist f’ beschriinkt auf D. Also existiert eine Konstante C' derart, dass

- Lo -, 0 L
Vo +r0)5.0) 5+ @0+ r(07.0) < ©
fiir alle (77,t) € K(0,1) x I, ausfillt. Insbesondere ist

/K(6,1)

fiir alle t € I;. Nach dem Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen (vgl. Abschnitt
19.4 der Vorlesung), ist

0 4
Vaf (o +r050) - 5+ 5@+ r(07.0)| 7 <

e [ (@@, 0d7
K(@©,1)
differenzierbar auf (a,b) und es gilt

d o . ' _ _
GO [ se@ow = wor [ e,

K(0,1)

S . L, 0, N
+T3(t)/ o Vaf(@o +r)7,t) -7+ o f(@o +r(t)y, t)dy
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Satz 19.7 / d ... .
= — f(Z,t)dZ
K(Fo.r(t)) O

(1) / B p@ 07+ Vaf (@) -
K(Zo,r(t))

fiir alle t € (a,b). Schlieflich gilt

fiir alle (Z,t) € D. Nach dem Gauf’schen Divergenzsatz aus Abschnitt 20.7 der Vorlesung gilt
deshalb

3 T — X
2 H(E AT + Vaf(T,1) - df:/ F(&,t A(@)do (T
/K@O,T(t» NORARR @0 =% okary | D ey HE)do(@)

fiir alle t € (a,b). Dies schliefit den Beweis ab.




