Formelsammlung Hohere Mathematik |11 Physik

1) Lineare Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung

y'(z) = a(z)y(z) + b(z),
Yy (zo) = yo-

Allgemeine Losung der homogenen Gleichung (b = 0): yp () = cel *®)4% mit ¢ € R.
= c(z)el *@) 9% wobei c(x) = [ L”“; dz und z(z) = e @) dz,

Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung: y,(x) Z(d;

Allgemeine Losung: y = yp + Y.

Explizite Losung fiir das Anfangswertproblem (AWP): y(z) = yoe@ + eA@) [ e=AMp(¢) dt, wobei A(z) = [ a(£)dE ist.

xo o
2) Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen / Trennung der Variablen
y'(z) = fz)g (y(x)),
Yy (zo) = Yo-
y(x)

) . dn_ _
Wir erhalten die Formel Ufo 9

F(1) dt.

§—xy

3a) Bernoulli-Differentialgleichung
y'(x) + g(@)y(x) + h(x)y(z)* = 0.
Nach Multiplikation mit (1 — «)y~ und Substitution z = y! =, bekommen wir die lineare DGL

Z(x) + (1 - a)g(@)z(x) + (1 - a) h(z) = 0.

Nachdem wir die Losung z bestimmt haben 16sen wir die urspriingliche DGL durch y(x) = z(x)ﬁ

3b) Riccati-Differentialgleichung
y' (@) + g(2)y(z) + h(z)y(x)® = k(z).
Sei ¢ eine Losung. Wir setzen u := y — ¢. Durch Einsetzen in die obige DGL ergibt sich
u' () + [9(2) + 20(2)h(2)] u(@) + h(z)u(z)* = 0.

Dies ist eine Bernoulli-Differentialgleichung, d.h. wir kénnen sie wie in 3a) 16sen.

4) Exakte Differentialgleichungen

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, (z,y) € D C R?

heilt exakt in D genau dann, wenn das Vektorfeld ¥(z,y) = <gg’ %) in D ein Potentialfeld ist.

Ist D einfach zusammenhéngend und gilt 9, P = 0,Q in D, so ist die Gleichung exakt in D.
Ist F ein Potential des Vektorfelds ¢/, so sind alle Losungen implizit gegeben durch F(z,y) = ¢ mit ¢ € R.
Ist die DGL nicht exakt, so kann man versuchen einen integrierenden Faktor p (mit p # 0 auf D) so zu finden, dass

plx,y) Pz, y) de + p(z, y)Q(z, y) dy = 0
exakt in D ist.
5) Reduktionsverfahren von d’Alembert:
y" (@) + p(2)y () + q(@)y(z) = f(x).

Sei y1 # 0 eine bekannte Losung dieser DGL mit f = 0. Dann ist fiir geeignetes v auch y(x) = v(x)y; (z) eine Losung. Wir
erhalten durch Einsetzen in die obige DGL die folgende DGL fiir u = v’:

u'(x) + (Qyi(a:) —i—p(m)) u(x) = /() :

y1(z)

Die Funktion w ldsst sich wie in 1) bestimmen.



6) Lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y ™M (@) + an1y™ V(@) + .+ ary' (@) + agy(z) = f(2)

(1) Homogener Fall (f = 0): Ein Fundamentalsystem erhilt man wie folgt: Der Ansatz y(z) = e**, A € C, fiihrt auf p(\) = 0
mit dem charakteristischen Polynom
pA) = A"+ a, A" a )+ ao.

e Ist A reelle Nullstelle von p mit Vielfachheit k£ € N, so nehme man die & Funktionen

Az Az xkfleAz

e xe™, L,

zum Fundamentalsystem hinzu.
o Ist A = 447 mit p, 7 € R nicht-reelle Nullstelle der Vielfachheit £ € N, so nehme man die 2k Funktionen

’xk—l

na

e’ sin(rz), et sin(rx), ..., 2" leM sin(rz) und  eM® cos(rx), xel” cos(Tx), . . . eM? cos(T)

zum Fundamentalsystem hinzu. Die Nullstelle X\ wird dann nicht mehr beriicksichtigt.

(2) Inhomogener Fall: Ist die Inhomogenitét f von der Form
f(@) = q(x)e?®sin(wz) oder f(x) = q(x)e’” cos(wz),
wobei ¢ ein Polynom vom Grad m € Ny und o,w € R sind, so ergibt sich eine spezielle Lésung y, durch folgenden Ansatz.
e 1. Fall: A\ = 0 + iw keine Nullstelle von p:
yp(x) = ri(x)e?® sin(wz) + ro(x)e® cos(wz),

wobei 71,9 zwei Polynome vom Grad < m sind.

e 2. Full: A = 0 + iw ist k-fache Nullstelle von p:

Yp(z) = 2% [r1(2)e 7" sin(wz) + ro(z)e”” cos(wz)],

wobei 71,9 zwei Polynome vom Grad < m sind.

7) Eulersche Differentialgleichung
2"y () + ap_12" YD (@) + L+ agay () + aoy(z) = f(x) auf (0,00).

Die Substitution z = e, u(t) = y(e') fithrt auf eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten fiir u, die wie in 6) gelost
werden kann. Durch Riicksubstitution erhalten wir y(z) = u(In(x)).

8) Abgewandelter Potenzreihenansatz

2?y"(x) + zp(x)y (x) + q(x)y(z) =0,

wobei p(x) = Y 7% pja? und g(z) = Y272 g2’ fiir [z] < R konvergente Potenzreihen seien (pj,q; € R). Wir machen den
Ansatz y(z) = 2> po, ckx”™ mit ¢ # 0. Einsetzen und Koeffizientenvergleich fiir k = 0 fiihrt auf die determinierende
Gleichung f(p) = 0 mit f(p) := p(p — 1) + pop + qo. Fiir k& € N erhalten wir durch Koeffizientenvergleich eine rekursive
Gleichung fiir die Koeffizienten. Seien pq, po die Nullstellen der determinierenden Gleichung, wobei p; > po, falls beide reell
sind.

e Falls p1, p2 € R, so gibt es fiir 0 < |z| < R ein Fundamentalsystem der Gestalt
oo oo
yi(@) = [ Y epa®, ya(x) = A |z])ya (@) + |2 dya®,
k=0 k=0

mit A € {0, 1}, wobei
A=0,c9#0,dy #0, falls p1 — p2 ¢ N,
A=1,c9#0,dy =0, falls p1 = po,
Ae{0,1},c9 #£0,dy # 0, falls p; — p2 € N.

e Falls p; ¢ R, so gilt po = p7 und es gibt ein Fundamentalsystem der Gestalt
yi(z) =Re (Jz|” vi(2)), ya(z) =TIm (Jz|” vi(2)),

wobel v; eine in |z| < R konvergente Potenzreihe mit v1(0) # 0 ist.



9) Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten

7'(t) = Ag(t) + b(t),

wobei A € C"*". .
(1) Homogenes System (b = 0):

e Man bestimme die Eigenwerte (als Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) = det(A — A\I)).

Sei \g € C ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit m. Man bestimme eine Basis v, ..., 9,, des Hauptraums
Kern(A — M\oI)™. Dazu bestimme man zunéchst eine Basis 91, ...,7r von Kern(A — Aol) und erweitere diese, falls
k < m, zu einer Basis von Kern(A — A\g/)? usw. Dann sind

m—1 tk
¢J(t):6AOtZE(A7>‘OI)k6]7 jil,...,m,
k=0

linear unabhéngige Losungen von ¢/ (t) = Ay(t).

e Fihrt man dies fiir jeden Eigenwert durch, ergeben sich n linear unabhéngige Losungen. Schreibt man diese als Spalten
in eine Matrix ®(t), so ist diese ein Fundamentalsystem fiir das homogene System und es gilt e!4 = ®(¢)®(0)~* fiir
alle t € R.

Falls A € R™*" ist, erhélt man ein reellwertiges Fundamentalsystem folgendermafen:
— Ist oben A\p € R, so bestimmt man eine reelle Basis des Hauptraums und damit reellwertige (Ej, j=1,...,m.

— Ist oben A\g € C\ R, so nechme man
Re&l,...,Rqum und Im(gl,...,lmggm.

Der Eigenwert Ao wird dann nicht mehr beriicksichtigt.

Allgemeine Losung des homogenen Systems: 7, (t) = ®(¢)¢ mit ¢ € C” (bzw. ¢ € R, falls A € R"*"™ & ein reelles
Fundamentalsystem und reellwertige Losungen gesucht sind).

(2) Inhomogenes System: Eine spezielle Losung ist gegeben durch #,(t) = ®(¢)c(t), wobei &(t) = fq)(T)_lg(T) dr. Die
allgemeine Losung ist dann gegeben durch ¥ = 3}, + .

(3) Anfangswertproblem: j'(t) = AF(t) + b(t), ¥(to) = Jo, hat die Lésung
¢
gt) = et—to)Ag -l-/ et Ap(7) dr.
to

10) Lineare Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten im R”

B (Z,t) + @ - Vau (@ t) =g(Tt), (Zt)eR" xR,
u(f,0) = f(z), FeR"

¢
Losungsformel: u (Z,t) = f(Z —tad) + [ g (Z — (t — r)d,r)dr fir (Z,¢) € R® x R.
0

11) Quasilineare Differentialgleichungen erster Ordnung
a(Z,u) -Vzu(Z)=0b(Z,u), TeD,
u(@) = f(), €eT,
wobei D CR", a: D x J —R"™ b: D x J — R gegeben sind, J C R ein Intervall ist und I' C D eine glatte Hyperflache ist.
e 5 — k(s) Grundcharakteristik; w(s) := u (E(s))

e Charakteristisches System:

mit Anfangswerten (fiir jedes 5 el)

— —

e Lisungen seien k(s, ), w(s, ). Setze dann

w(@) = w(s, &) fiir &= k(s,§).

—

e Lisbarkeit (z.B. von = k(s, £)) ist hier zu diskutieren. Ebenso ist eine Probe zu machen.



