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Aufgabe 1

a) Wir wollen zunéchst eine spezielle Losung der Form ¢(x) = az finden. Setzen wir
diese Funktion in die Differentialgleichung ein, so folgt

1 1 1 1 1
/ 2 2.2 - 2 _ _
gp(x)—l-?cp(x)—a+?ax——z—l<:>a+a+1—0<:>a——§.
Also ist p(z) = —%x eine spezielle Losung, die allerdings nicht die Anfangsbedingung

erfiillt. Die Substitution z(z) := (y(z) — ¢(x))~! fiihrt dann auf die lineare Differential-

gleichung
1 1
/ —_ —— —_—
2(x) = xz(x) +
mit dem Anfangswert 2(1) = (y(1)—¢(1))~! = 2. Die zugehérige Losung der homogenen

Gleichung ist
Zhom () = cexp([ — 2dz) = cexp(—Inz) =ci, ceR.

Eine spezielle Losung der Differentialgleichung fiir z erhalten wir mit Variation der
Konstanten. Setzen wir den Ansatz z,(z) = c¢(z)2 in die inhomogene Gleichung ein, so
erhalten wir

1

1 1
c’(x); =5 = d(x) = ~ = c(x)=In(z)+d, deR.

Wir wihlen z,(z) = In(z)+ und erhalten als allgemeine Lésung

1 1
Z('I) = ZP(I) + Zhom(x) - ln(x)g + CE, c € R.

Einsetzen der Anfangsbedingung fiihrt auf z(1) = ¢ = 2, d.h.
1 2
= In(z)— + —.
z() H<I>x + .

Riicksubstitution liefert uns schliefllich die Losung

T 1
—, fir > e 2.

y() = 2+ 1In(z) 2
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b) (i) Hier liegt eine implizite Differentialgleichung vor. Wir betrachten also zunéchst
Geraden als Losungen (d.h. v’ ist konstant). Setzen wir den Ansatz y(z) = ax + b,
a,b € R, in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

1
(V) —day +4y =a* —4ar +4(ar +b) =0 <= a* +4b=0 <= b:—ZaQ.

D.h. y(z) = ax — 14 ist eine Losung der Differentialgleichung fiir jedes a € R.

Fiir den Fall, dass 3 nicht konstant ist, setzen wir ¢ := ¢/(x), ¥(t) := x und x(¢) :=y.
Dann gilt
dy dy dz
/ = — = —— = t /‘
dt  dx dt 4
Einsetzen des Ansatzes liefert auflerdem

22— dp(t)t +4Ax(t) =0 <= x(t) = t(t) — it?

Zusammen fiithrt dies auf die Gleichung

(E) = X'(0) = (1) + 1 () — 5t = (1) = 5t

D.h. x(¢) = 5t* — 1¢? = 142 = ¢(¢)*. Riicksubstitution liefert dann die (in diesem Fall
einzige) Losung
y(z) = a.

(ii) Wir unterscheiden die beiden Fille aus Teilaufgabe (i).

1. Fall: y(z) = az — 1a®. In diesem Fall fiihrt die Anfangsbedingung y(0) = yo auf

Yo = —iaZ. Da yy < 0 folgt in diesem Fall a;/5 = £2/—yo = £24/|y0]. Ist also yo = 0,
so ist y = 0 eine Losung, und ist y9 < 0, so erhalten wir die beiden Losungen

1 (x) = 24/ ol + vo,  y2(x) = =24/ |v0lx + yo.

2. Fall: y(z) = 2%, In diesem Fall erhalten wir eine Losung, falls yo = y(0) = 0 gilt.

Als Ergebnis erhalten wir, dass das Anfangswertproblem losbar ist fiir yy < 0. Im Fall
yo = 0 erhalten wir die beiden Losungen

y1 =0 und yy(z) =22
Im anderen Fall, d.h. yo < 0, erhalten wir ebenfalls zwei verschiedene Lésungen, ndmlich

y1(x) =24/ |yolz +yo und  ya(x) = —2+/|yolz + yo.

Die Gleichung ist also nie eindeutig losbar.



Aufgabe 2

a) Wir geben zwei verschiedene Moglichkeiten zur Berechnung von e'# an.

1. Moglichkeit: Es gilt
4 =2 4 =2 —4 0
12 o 2
o (10 —4) (10 —4) o ( 0 —4) =4 21

A3 =224 At =2, AP =214 A5= 95T ..

Es folgt

Induktiv erhalten wir
AP = ()R, AP = ()R A = L(-1)F2P A, ke N,.

Setzen wir dies in die Exponentialreihe ein, so folgt schliellich

€tA _ i 1 AT — i (_1)k22kt2k1 + 1 i (_1>k 22k+1t2k+1A
“— nl — (2k)! 2 £~ (2k +1)!
_ L. _ (cos(2t) + 2sin(2t) — sin(2t)
= cos(20)1 + 2 sin(26)4 = ( 5 sin(2t) cos(2t) — 2sin(2t)

2. Moglichkeit: Wir berechnen zunéchst die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Das
charakteristische Polynom der Matrix ist

B 4— )\ —2 \2
det(A—)\I)—det( 10 _4_)\)—/\ + 4.

Also haben wir die beiden (komplexen) Eigenwerte A, = £2i. Die zugehorigen Ei-
genrdume sind dann gegeben durch

. 4-2 =2 (341
_ 575
Kern(A — 2il) = Kern ( 10 —4— 22.) = hn{ < 1 ) },

Kern(A + 2il) = hn{@T%)} - hn{ (é N %) }

Eine komplexe Losung ist

)= (*78) = fomtan +ssnany (* 1)
- (B0~ by o)

_ (§ cos(2t) — %sm(Qt)) g (g sin(2t) + %cos(?t)) .

cos(2t) sin(2t)

Fiir die weitere Rechnung wihlen wir nun bekanntlich Real- und Imaginérteil von ¢(¢)
als linear unabhéngige Losungen, d.h. wir erhalten das Fundamentalsystem

%COS(%) — %sin(Qt) %sin(%) + % cos(2t)
D(t) = < cos(2f) sin(2t) ) '



2 1
Mit ®(0) = (i 8) und ®(0)~! = (g _12) erhalten wir schliefSlich
A 1 [cos(2t) + 2sin(2t) — sin(2t)
¢ =2)e0) = ( 5 sin(2t) cos(2t) — 2sin(2t) ) °

b) Die Losung des Anfangswertpoblems ergibt sich nun mit der Formel

t
§(t) = e(0) + / e=)4p(s)ds mit  b(s) == < 4285)'
; _

Wir berechnen zunéchst das Integral. Hierbei tauchen die folgenden beiden Integrale
auf, die wir mit partieller Integration berechnen kénnen:

)

t t
/ ssin(2t — 2s) ds = [s3 cos(2t — 2s)]f — / s cos(2t — 2s)ds = 3t — §sin(2¢),
0 0
t t
/ scos(2t — 2s) ds = [—s5 sin(2t — 2s)]§ + / 1sin(2t — 2s)ds = 1 — X cos(2t).
0 0

Dies fithrt uns dann auf

¢ t ,
/ t=9)45(s5) ds = / (103 sin(2t — 2s) + 4s COSEQt - 23)) ds
0 0

24ssin(2t — 2s) — 2s cos(2t — 2s)

[ 5t —2sin(2t) + 1 — cos(2t)
— \12t — 6sin(2t) — 1 4 cos(2t) )

Damit erhalten wir schliellich als Losung

t
j(t) = e <1> +/ e=94p(s) ds
0

sin(2t) + cos(2t) 1+ 5t — 2 sin(2t) — cos(2t)
. + 1 . 1
3sin(2t) + cos(2t) —5 + 12t — 6sin(2t) + 5 cos(2t)

< 1+ 5t — 2 sin(2t) ) _

—1 412 — 3sin(2t) + 3 cos(2t)

Aufgabe 3

a) Hier liegt eine Euler’sche Differentialgleichung vor. Wir machen zunéchst die Sub-
stitution ¢ := In(z) bzw. = = e'. Fiir u(t) := y(e') bzw. y(z) = u(ln(z)) erhalten wir
dann ) ) )
y/ — ~4 und y// _ __2u/ + _2u//‘

x x x
Setzen wir dies ein, so erhalten wir eine inhomogene Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten:

2y 4oy —y=clhr <= v —u=te.

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
fiir 4 mit dem Ansatz u(t) = e*, A € C. Dieser fiihrt auf das charakteristische Polynom

M—1=QA-1A+1)



mit den beiden Nullstellen A/, = £1. Damit ist die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung gegeben durch

t —t
Unom (t) = c1€" + o™, ¢1,09 € R.

Fiir eine spezielle Losung machen wir nun einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da
vor €' ein Polynom ersten Grades steht und da o +iw = 1+ 4 -0 = 1 eine einfache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir den Ansatz

uy(t) = (at + b)t'e’ = (at* +bt)e', a,b€R.
Hier haben wir die Ableitungen

up (t) = (at® + 2at 4 bt + b)e’

up(t) = (at® 4 4at + bt + 2a + 2b)e’

Setzen wir dies ein, so folgt

1 1
upy — up = (4at+2b+2a)e—te @a—z,b:—z.
Wir erhalten damit die spezielle Losung u,(t) = t(t —1)e’, sowie die allgemeine Losung

1
u(t) = Zt(t —1)e' +cret + e, ¢, €ER.

Riicksubstitution fiihrt schlieflich auf die allgemeine Losung der urspriinglichen Glei-
chung:

1 1
y(r) = 1 ln(a:)(ln(a:) - 1)35 +ax+ 025, cr,c0 € R

b) Der Potenzreihenansatz

y(x) = Z apr®,  aj, € R,
k=0
mit - -
y'(z) = Z kapz®™ ' und 9 (x) = Z k(k — 1)aza"?

k=1 k=2

fithrt auf
y"'(x) — 2xy/ (x) + 12y(x) = Z k(k — 1)agz™ Z 2kapr® + Z 12a,2"
k=2

J/

~~

TS0 0 (642)(E+1)ag ot :22‘;0 o Zhaat

=" ((k +2)(k + Dars2 — 2kay, + 12a;) 2% = 0
k=0
<~ (k+2)(k + 1)ags2 — 2kay + 12a;, = 0, fur alle k € Ny,
2k — 12

_— fiir alle k )
(k:+2)(k+1)ak’ ir alle k € Ny

< Ap+2 =



Mit den Anfangswerten folgt ap = 1 und a; = 0. Laut Rekursionsvorschrift folgt damit

12
a2=—?'a0:—67
10
as = 5 a; =0, und damit: a;, =0 fiir alle ungeraden k£ € N.
8
a4 = 19 az =4,
4 8
=730 MT Ty
0
ag = w6 ag = 0,und damit erneut: a =0 fiir alle geraden k > 8.
Somit erhalten wir ag = 1, as = —6, ay = 4, ag = —% und ay = 0 fiir k£ # 0,2,4,6. Dies

fithrt auf die Losung

8
y(x) = —Bx + 42t — 622 + 1.

Aufgabe 4
Das charakteristische System dieser Gleichung ist gegeben durch
ki(s)=—1, ki (0) =0,

ko(s) = ka(s)*, ka(0) = ¢,
w'(s) = ki(s)ka(s)?w(s), w(0) =&,
Die allgemeine Losung der ersten Gleichung ist
ki(s) =—=s+4c, c €R,
und der Anfangswert liefert noch ¢; = 0, d.h.

ki(s) = —s.
Bei der zweiten Gleichung erhalten wir die Losung ke = 0, falls £ = 0. Im Falle £ # 0
formen wir die Gleichung um zu k]?((g)g = 1, und eine Integration beider Seiten fiihrt
dann auf
L it e k(s =
———=5+4c 5) = — .
kQ(S) 2 2 S+ Co
Setzen wir nun noch den Anfangswert ein, so folgt
1 1
ks (0) = —— = = =,
2(0) o 3 2 ¢
d.h. . ¢
k = — = .
2(5) 5 — % 1 —s€
Fiir w erhalten wir die Differentialgleichung w'(s) = —Of%w(s) mit der allgemeinen
Losung

w(s) = czexp(— £f5§£ 11+1 ds) = c3 exp(—ﬁfsg%l + (sf 7 > ds)
= (3 exp( In(s¢ — 1) + pram 1) = 0355;71 exp(sg%l), cs € R.



Mit dem Anfangswert folgt hier w(0) = —cze™! < ¢ < c3 = —ef und damit

w(s) = —E42

se—1 exp(l + 551—1)'
Fiir die Grundcharakteristiken gilt nun

(e8) = (F) = o=

=1
]
et e
t
— s=—z, £= .
1 —at
Damit folgt 75 = —(1 — at). Setzen wir dies ein, so erhalten wir die Losung

u(z,t) = w(s, &) = 7 —tzvt (—(1—at)) exp(1 — (1 — at)) = te™.

Skizze:

Fiir die Grundcharakteristiken haben wir fiir festes ¢ € R nach obiger Rechnung den
folgenden Zusammenhang zwischen ¢ und x:

t=0 falls{ =0,
1

falls € # 0.
1
_l’_ E

Wir erhalten also z.B. fiir £ = —2,0,2 das folgende Bild:

t =
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